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1 Mechanika klasyczna

I have not been able to discover the cause of those properties of gravity from
phenomena, and I frame no hypotheses; for whatever is not deduced from the
phenomena s to be called a hypothesis, and hypotheses, whether metaphysical or
physical, whether of occult qualities or mechanical, have no place in experimental
philosophy.

Sir Isaac Newton

Jednostka  Symbol  Wielko$¢ fizyczna

metr m dtugosé

sekunda S czas

kilogram kg masa

mol mol licznos¢ materii

amper A natezenie pradu elektrycznego
kelwin K temperatura termodynamiczna
kandela cd Swiattosé

Tabela 1: Jednostki podstawowe uktadu SI

1.1 Przestrzen i czas

Podstawowa role w opisywaniu jakichkolwiek zjawisk fizycznych pelnig dwa pa-
rametry: wektor wodzacy r wyznaczajacy polozenie danego punktu w przestrzeni
oraz czas t. W mechanice klasycznej (za Newtonem) przyjmujemy, ze czas jest glo-
balnym, uniwersalnym parametrem, ktéry zmienia sie jednakowo dla wszystkich
obserwatorow.

1.1.1 Podstawowe dzialania na wektorach
Niech dane beda dwa wektory a = [a1, a2,a3] i b = [b1, ba, bs].
¢ dodawanie wektorow

atb= [alibl,agibz,a;g:l:bg]

e mnozenie wektora przez skalar

ka = [k‘al, kag, k‘ag]
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iloczyn wektorowy

a x b = [asbz — azba, azby — a1b3, a1by — agbi]

iloczyn skalarny
a-b = a1by + asbs + agbs

rozniczkowanie wektorow

3
. da Lo dé,
A== 2 (e *“w)

a=1

We wspoélrzednych kartezjanskich (&1, &9, €3) = (X,¥,2)

= a,% + ay¥ + a2

1.1.2 Zasady dynamiki Newtona

L.

II.

I1I.

Istnieja takie uktady odniesienia (nazywane ukladami inercjalnymi), w kto-
rych gdy sita wypadkowa dzialajaca na cialo wynosi zero to cialo pozostaje
w spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

W inercjalnych uktadach odniesienia sita wypadkowa dzialajaca na cialo jest
rowna pierwszej pochodnej pedu tego ciata po czasie.

F=p.
Jezeli ciatlo A dziala na cialo B silg o wartodci F' to réwniez cialo B dziala na

cialo A silg o takiej samej wartoéci, tym samym kierunku, ale przeciwnym
ZWrocie.
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1.2 Ruch pociskéw

Nastepne rozwazania beda dotyczy¢ punktéw materialnych. Punktem material-
nym nazywamy ciato obdarzone masq, ktorego objetosé mozemy pomingc. Jezeli
masa ciala m jest stala oraz sila wypadkowa dzialajaca na nie nie jest funkcja
czasu F = 0, wéwczas korzystajac z Il zasady dynamiki latwo mozemy znalezé
réwnanie ruchu tego ciala, tj. funkcje r(t). W ukladzie wspéirzednych kartezjan-
skich mamy

F = [F,,F,, F.] = m[&,§, %],

skad przez catkowanie otrzymujemy

Fy

z(t) = %tQ + v.(0)t 4+ z(0)
(1) = 3-8+ 0y 0)¢ + y(0)
A(t) = 2%1:2 0 (0)t + 2(0).

1.2.1 Rzut ukos$ny z pominieciem oporéw powietrza

Zajmiemy sie teraz problemem rzutu ukosnego w jednorodnym polu grawitacyj-
nym, w ktérym na cialo dziala jedynie sila ciezkosci F = —mgy. Problem ten
jest w istocie problemem dwuwymiarowym, wiec przyjmujac kartezjanski uktad
wspolrzednych z osig y zwrdécong w gore i korzystajac z poprzednich wynikéw
mamy

x(t) = v.(0)t 4+ x(0)
1
y(t) = —5gt* + v,(0) +9(0) .
Przyjmijmy nastepujace, ogdélne warunki poczatkowe: ciato znajduje sie poczat-

kowo w punkcie x = 0, y = hg, predkos¢ poczatkowa ciala ma wartos¢ vy, wektor
predkoéci poczatkowej jest nachylony pod katem 6 do poziomu. Wéwczas mamy

x(t) =vgcosbt
1
y(t) = _59t2 +vosinft+ hg.
Wyznaczajac z pierwszego réwnania t i podstawiajac do drugiego rownania otrzy-
mujemy réwnanie trajektorii pocisku y(z)

g 2

y($):h0+$tan0—mx .
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Zasieg rzutu Z mozemy znalezé rozwiazujac réwnanie kwadratowe y(Z) = 0

v sinf + 4/ v3 sin? @ + 2ghg
Z = vgcosb )
g

2
dla hg = 0 otrzymujemy znajoma postaé Z = %O sin 20. Kat O, dla ktorego za-
dZ(0)

sigg jest maksymalny obliczamy rozwigzujac réwnanie =

\/2gho + U(Q)
V2gho + 202

dla hg = 0 otrzymujemy oczywiscie Opax = 45°.

= 0, skad otrzy-

| ernax

mujemy

coS Opax =

Trafienie w linie zbocza

Rozpatrzmy nastepujacy problem: armata ustawiona na wysokosci hg = 0 wy-
strzeliwuje pociski z predkoscig poczatkowa vy pod dowolnym katem z zakresu
(0°,90°). Znalezé wspélrzedne punktu trafienia (x1,y1) w linie zbocza dana réw-
naniem Y (x) = (xr — o) tan 5. Réwnanie toru pocisku ma postaé

g 2

r) =xtanl — ————
y(@) 208 cos? 0

Wspélrzedne punktu trafienia musza spelnia¢ oba réwnania, tj. y(z1) = Y (z1) =
y1. Mamy zatem

2
gxi

W—I—xl(tanﬁ—tané) —zotanf =0

oraz
y1 = (z1 — xo) tan 5.

Rozwiazujac rownanie kwadratowe otrzymujemy

2

20 2gz0 t
xr = UOCOS(tan@—tan6+\/(tanﬁ—tanG)Q—i-gxo&nﬂ) .
g

v3 cos? 6

Obwiednia trajektorii pociskéw

Rozpatrzmy nastepujacy problem: fontanna jest zbudowana z punktowego Zro-
dla znajdujacego sie¢ w poczatku uktadu wspédlrzednych, wystrzeliwujacego wode
z jednakowa predkoscia vy we wszystkich kierunkach (0°;180°). Nalezy znalezé
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ksztalt fontanny. Réwnanie trajektorii fragmentu wody wystrzelonego pod katem

f ma postaé
g 2

—ztanf— — 9
y(w) = ztan 208 cos? 0

Rozpatrzmy punkt o wspolrzednych (zq,yq). Aby sprawdzié, czy mozliwe jest
aby fragment wody trafit w ten punkt nalezy rozwiazaé¢ réwnanie

g 2
=zotanf — —F—— x2 .
Yo “ 203 cos? 6 "

wzgledem 6. Korzystajac z tozsamosci sec? @ = 1+tan? 6 i podstawiajac v = tan @
mozemy przepisaé¢ to réwnanie do postaci

2
9Tqo 2 9\ _

Jest to réwnanie kwadratowe zmiennej u. Réwnanie to posiada rozwiazania rze-
czywiste wtedy i tylko wtedy gdy A > 0, zatem

4 2
A=e2 - P (yﬁ%) >0
2vg

o 202
Vb g7a
Yo < 50— o5
29 2ug

Ostatnia nieréwno$¢ wyznacza obszar, w ktérym znajdujg si¢ punkty o wspot-
rzednych z, Ya, do ktérych trafiajg fragmenty wody. Konturem tego obszaru jest
parabola

2 2
vg 9T

r)=——"—5.
y(x) 2g 21)%
Jest to zarowno szukany ksztalt fontanny oraz obwiednia trajektorii pociskow
wystrzelonych z jednakowymi szybko$ciami.

Obwiednie trajektorii pociskow mozemy rowniez znalezé tak jak w kursach
analizy matematycznej. Istotnie jesli zapiszemy trajektorie pocisku jako

F(u7x7y) = fu(x7y) =0,

gdzie u jest pewnym parametrem (np. katem wystrzatu) to obwiednig wszystkich
trajektorii bedzie zbiér punktow E

E- {(w) fueyy=0 A O =0} -
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Dla naszego problemu mamy

gz?

F(0,2,y) = ztanf — — I35 _
(6,2,y) = wtan 203 cos? 0

y=0,
skad otrzymujemy warunek

2
OpF = sec? 0 <x— gitan@) =0.
Yo

Z powyzszego zatem tan = v3/gz i sec?§ = 1 + vj/g*x?, skad

v gx?
E—{(w,y):y—zg—%o}.

Zadanie. W wierzchotkach n-kgta foremnego znajdujg sie pociski balistyczne.
Pocisku w wierzcholku k jest ciggle naprowadzany na pocisk w wierzcholku k + 1
tak, Ze pociski gonig sie nawzajem. Bok wielokgta ma diugoscél, natomiast szybkosé
kazdego pocisku wynosi v. Wyznacz droge s jakq przebedzie kazdy z pociskéw do
chwili spotkania.

Rozwigzanie.

Niech t oznacza czas po jakim pociski sie spotkaja. Droga jaka kazdy pocisk
przebedzie do spotkania wynosi po prostu s = vt. Predkos¢ wzgledna wzdtuz boku
laczacego dwa kolejne pociski wynosi vy, = v — v sin (9 — %), gdzie 0 = W%‘Z jest
katem wewnetrznym n-kata foremnego. Czas t wynosi zatem t = ﬁ, a zatem

vl l

v Uwzg 14 cos (1252)

1.2.2 Op6r powietrza

Sile oporu powietrza mozemy w ogdlny sposéb zapisa¢ jako Fop, = — f(v)¥, gdzie
v jest szybkoécia ciata. Dla niewielkich szybkosci mozemy skorzystaé¢ ze wzoru
Taylora i przyblizyé¢ funkcje f: f(v) = bv + cv? (czynimy tu zalozenie, ze dla
zerowej szybkosci sila oporu réowniez jest zerowa). Czlon liniowy bv opisuje opor
lepki, na ogoét proporcjonalny do lepkoéci osrodka i rozmiaréw pocisku.
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Liniowy opo6r powietrza

Zajmiemy sie analiza ruchu pocisku poddanego dzialaniu sity ciezkosci —mgy i
liniowej sity oporu —bv. Korzystajac z drugiej zasady dynamiki mamy

mli, j] = —mg[0,1] — bl&, g]

Otrzymujemy wiec dwa niezalezne rownania rézniczkowe:

; b .
T=—-——x
m
. b .
Yy=-9— Y,
m

ktoére mozemy tatwo rozwiazaé przez separacje zmiennych i catkowanie

dd b
Lo 2
X m
"
/ yb,:—/dt
g+ 5y
b

lnj:—i—Cl = ——t
m

@ln

b

gdzie Cy, C to stale calkowania réwne odpowiednio C; = —In4(0) oraz Cy =
~% g+ 25(0)].

b .
9+y‘+02:—t7
m

skad ostatecznie
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Rzut ukoé$ny z liniowym oporem powietrza

Calkujac wyprowadzone powyzej wzory na &(t) i §(t) oraz zakladajac nastepujace
warunki poczatkowe: z(0) = y(0) = 0, £(0) = vgcosf, §(0) = vgsinb, otrzymu-
Jemy

x(t) = vo1 cosé (1 - e*t/T)
y(t) = —grt + (g7 + vo7 sin ) (1 - e_t/T> )

gdzie wprowadzono parametr 7 = %' o wymiarze czasu. Wyznaczajac z pierwszego
réwnania t i podstawiajac do drugiego réwnania otrzymujemy réwnanie trajektorii
pocisku

in 6
y(z) = Yosmb T g7 +ng +g¢r?In(1-— _r .
vg cos 0 VT cos b
Aby wyliczyé zasieg nalezaloby rozwiazaé réwnanie y(Z) = 0, jest to jednak

réwnanie przestepne, ktérego rozwiazanie analityczne nie istnieje.

1.2.3 Tarcie
Sila tarcia jest kolejnym przyktadem (obok sily oporu powietrza) tzw. sily dys-

sypatywnej, tj. sily o niezerowej rotacji. Wyrézniamy dwa rodzaje tarcia: tarcie
statyczne i dynamiczne. Wtasnosci Tiay:

1. Wartos¢ Tyat jest niezalezna od wielkosci pola powierzchni styku cial.

2. Warto$¢ Tgiat jest wprost proporcjonalna do sity nacisku z jaka jedno cialo
dziala na drugie.

Maksymalna wartos¢ sity tarcia statycznego wynosi us N, gdzie pg jest wspotezyn-
nikiem tarcia statycznego. W ogdélnosci zachodzi zatem Ty < ps/N. Wlasnosci
Tayn:

1. Wartos¢ Tyyy jest niezalezna od wielkosci pola powierzchni styku ciat.

2. Wartosc¢ Tqyy jest wprost proporcjonalna do sily nacisku z jaka jedno ciato
dziala.

3. Wartos¢ Tyyn jest niezalezna od szybkosci z jaka porusza sig ciato.

Wartos¢ sity tarcia dynamicznego wynosi Tyy, = kN, gdzie py jest wspotezyn-
nikiem tarcia dynamicznego. Dla typowych powierzchni zachodzi py, < ps. Site
tarcia dynamicznego mozna zapisaé¢ jako T = —u|N|V, gdzie v jest predkoscia
ciala.
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Warunek braku poslizgu

Niech A oznacza punkt styku dwéch ciat 1 i 2. Cialo 1 nie $lizga sie po ciele
2 wtedy i tylko wtedy, gdy predkosé liniowa punktu A obu cial jest réwna tj.
vi(A) = va(A). Oczywiscie predko$¢ punktu A mozemy rozlozyé w nastepujacy
sposéb
—
v(A) =vgm +w x SA,

gdzie S oznacza $rodek masy ciata, a vgy jest predkodcia srodka masy.

1.3 Ped i moment pedu

Mechaniczny ped zdefiniowany jest jako p = mv.

1.3.1 Zasada zachowania pedu.

Rozwazmy uktad N punktéow materialnych oddzialujacych na siebie sitami spet-
niajagcymi IIT zasade dynamiki. Niech P oznacza catkowity ped uktadu. Réznicz-

kujac otrzymujemy
N N
P=Y b= F.
a=1 a=1

Wypadkowa site F, dzialajaca na czastke o indeksie o mozemy roztozy¢ na dwie
sktadowe:
Fa = erwa + Z Fﬁa )
B#a
gdzie Fewa jest zewnetrzng silg dzialajaca na czastke o indeksie a, a Fg,, jest silg
z jaka czastka o indeksie 5 # « dziata na czastke o indeksie a. Poniewaz jednak
zaktadamy, ze sily z jakimi czastki oddziatuja miedzy soba spelniajg II1 zasade

dynamiki zatem zachodzi Fg, = —F .3, a wigc
N N N N
P = ZFa = Zerwa"‘ZZFﬁa = Zerwa+O:erw-
a=1 a=1 a=1 f#a a=1

Widzimy zatem, ze sita zewnetrzna dzialajaca na uklad czastek jest réwna
pochodnej catkowitego pedu tego uktadu. W szczegdlnosci, gdy Few, = 0 to P =
const. Otrzymujemy zatem zasade zachowania pedu (ZZP).

Zasada zachowania pedu
Jezeli na uklad czastek nie dziala sila zewnetrzna, wéwczas catkowity ped mecha-
niczny uktadu jest staty.
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1.3.2 Zderzenia

Oczywistym zjawiskiem ilustrujacym ZZP sg zderzenia. Wyrézniamy dwa rodzaje
zderzen:

1. zderzenia elastyczne — energia kinetyczna jest zachowana

2. zderzenia nieelastyczne — energia kinetyczna nie jest zachowana.

Jednowymiarowe zderzenie 2 cial

Rozpatrzmy teraz szczegdlny problem jednowymiarowego, elastycznego zderzenia
2 punktéw materialnych o masach my i mg niech vi = [v1,0,0], voa = [v2,0,0]
oznaczaja poczatkowe predkosci czastek, a u; = [uq,0, 0], ug = [uz, 0, 0] konicowe
predkoéci czastek. Z ZZP i zalozenia, ze zderzenie jest elastyczne mamy

m1v1 + MoV = Miuy + Mo

mlvf + mgv% = mlu% + mgug .

Rozwiazujac powyzszy uktad rownan wzgledem u; i us otrzymujemy

_ 2movo + vl(ml . mg)

uy
mi -+ mg

2mivy + va(ma — myq)
Uy =

m1 + ms

Elastyczne zderzenie niecentralne

Jako kolejny szczegdlny problem rozpatrzmy elastyczne zderzenie niecentralne
czastek o masach m; i mg. Niech vi = [v1,0,0], vo = [0,0,0] oznaczaja pred-
kosci poczatkowe czastek. Niech uj, us oznaczaja predkosci koncowe czastek, 1
niech oznacza kat miedzy wektorami u; i ug. Z ZZP i zatozenia, ze zderzenie jest
elastyczne mamy

mivi = miu; + mous

2 2 2
mivy = miuj + maoujy

Podnoszac pierwsze réwnanie do kwadratu mamy
miv? = miut + 2mimouius cos ) + mau3

mlv% = mlu% + mgug .
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Rozwiazujac powyzszy uktad rownan wzgledem u; i ug otrzymujemy
_ (m1 —ma)u
VAmimg cos? ¢ + (my — mg)?
2m1v1 cos

B \/4m1m2 cos? P+ (m1 — m2)2 ‘

Ul

U2

1.3.3 Rakiety

Podstawowym narzedziem do ilo$ciowej analizy ruchu rakiety jest ogdlne réwnanie
ruchu dla uktadu o zmiennej masie, zwane réwnaniem Mieszczerskiego. Niech
M (t) oznacza funkcje masy rakiety od czasu. Niech v oznacza predkosé rakiety,
a u oznacza predkos¢ wylatujacych fragmentéw. Niech P oznacza ped rakiety.
Zachodzi

P(t+dt) = [M(t) + dM][v(t) + dv] —udM

P(t) + [v(t) —u]dM + M(t) dv

zatem
dP = P(t + dt) — P(t) = M(t)dv + (v(t) — u) dM = F ey dt

gdzie F,o oznacza zewnetrzna site dzialajaca na rakiete. Otrzymujemy zatem
réwnanie Mieszczerskiego

Foew = M(t)V + (v — u)M .

Zauwazmy, ze wyrazenie v — u jest predkoscig z jaka wylatuje paliwo w uktadzie
odniesienia zwiazanym z rakieta. Wprowadzajac wektor Kk = v—u mozemy zapisaé
rownanie Mieszczerskiego w bardziej zwartej postaci

Foow = M(t)V + &M .

Wzér Ciotkowskiego-Moore’a

W warunkach prézni i braku grawitacji mozemy przyjaé F,eww = 0. Rozpatrujac
ruch jednowymiarowy mozemy zapisaé rownanie Mieszczerskiego w postaci

M(t)o = —kM .

Zakladajac, ze v = 1, tj. paliwo jest wyrzucane z szybkoscia proporcjonalng do
szybkosci rakiety w danej chwili, mamy x = const zatem wykonujac elementarne
calkowanie otrzymujemy wzér Cioltkowskiego-Moore’a

u(t) = kln <J‘A§(£))> .
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1.3.4 Srodek masy

Srodek masy ukladu N punktéw materialnych definiujemy jako punkt o polozeniu
R danym wzorem

R — Egzl Malo
T <N
Za:l Ma

Dla ciaglych rozktadéw masy wzor ten przechodzi we wzér catkowy

_ Jyrpav
fdeV .

Twierdzenie o ruchu SM

Srodek masy ukladu porusza sie w taki sposéb, jakby cala masa ukladu byla
skupiona tylko w tym punkcie, a wszystkie sity dzialajace na ten uktad dzialaty
na $rodek masy.

Lista potozen SM

1. cienki jednorodny pret: przyjmujac srodek u. wspétrzednych w srodku geo-
metrycznym preta mamy R = [0, 0, 0]

2. jednorodny stozek o wysoko$ci h: przyjmujac $rodek u. wspdirzednych w
srodku podstawy stozka i 0§ z pokrywajaca sie z osia symetrii stozka mamy
R =10,0,h/4]

3. jednorodna pétkula o promieniu R: przyjmujac $rodek u. wspédirzednych
w $rodku podstawy pétkuli i 0§ z prostopadla do podstawy mamy R =
[0,0,3R/8]

4. jednorodna pdisfera o promieniu R: przyjmujac $rodek u. wspdlrzednych
w $érodku podstawy péisfery i o§ z prostopadta do podstawy mamy R =
[0,0, /2]

5. jednorodna tréjkgtna plyta: SM znajduje sie w punkcie przeciecia sSrodkowych

1.3.5 Moment pedu

Dla pojedynczej czastki m moment pedu £ definiujemy jako £ = r x p, gdzie r jest
wektorem wodzacym czastki w dowolnie wybranym ukladzie odniesienia, p jest
momentem pedu czastki. Rézniczkujac powyzszy wzor otrzymujemy L=rxp=
r x F =T, gdzie I nazywamy momentem sity.
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1.3.6 Zasada zachowania momentu pedu

Rozwazmy uklad N czastek oddziatlujacych na siebie sitami centralnym spelnia-
jacymi III zasad¢ dynamiki. ZatoZenie to gwarantuje nam, ze I'pg = —I'g,. Niech
L oznacza catkowity moment pedu ukladu. Zachodzi

' N ) N N
L= Zéa = ZFQ :erw+zzrﬂa :erw
a=1 a=1

a=1a#p

Widzimy, ze zewnetrzny moment sily dziatajacy na uklad jest rowny pochodnej
catkowitego momentu pedu uktadu. W szczegoélnosci gdy I'zew = 0 to L = const.
Otrzymujemy zatem zasade zachowania momentu pedu (ZZMP).

Zasada zachowania momentu pedu
Jezeli na uktad czastek nie dziala zewnetrzny moment sity, wowczas catkowity
moment pedu ukltadu jest staly.

1.4 Energia

Energia jest wielkoScig okreslajaca zdolno$é¢ do wykonania pracy.

1.4.1 Twierdzenie P-EK

Prace W definiujemy jako catke krzywoliniowsa

B
Wap = / F(r)-dr.
A
Istnieje wiele réznych typéw energii. Przypuszczalnie najbardziej podstawowym
jest energia kinetyczna T', ktéra dla pojedynczej czastki o masie m poruszajacej
sie z szybkoscig v jest zdefiniowana jako

Udowodnimy teraz podstawowe twierdzenie, tzw. twierdzenie P-EK. Korzystajac
z definicji pracy i II zasady dynamiki mamy

B vp 2 2
WA—)B:/ mv-dr:m/ V-dVZmUB—mUA:T(B)—T(A)
A va 2 2

lub w postaci rézniczkowe;j
dT'=F -dr
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Twierdzenie P-EK
Zmiana energii kinetycznej miedzy dwoma punktami na trajektorii czastki jest
réwna pracy wykonanej przez wypadkowa sile dzialajaca na czastke na drodze
miedzy tymi punktami

dT'=F -dr.

Jesli F =) F, to wygodna w obliczeniach jest ponizsza réwnosé

W:/ABF-dr:/AB <%:Fa> -drzZ(/BFa-dr> :%:Wa.

o A

1.4.2 Sily zachowawcze i energia potencjalna

Dla pewnej grupy sit mozliwe jest zdefiniowanie odpowiadajacej im energii poten-
cjalnej. Sity, dla ktérych jest to mozliwe nazywamy sitami zachowawczymi. Sita
jest zachowawcza wtedy i tylko wtedy gdy spetnia ponizsze dwa warunki.

1. warunek zachowawczosci sity F: V x F = 0.

II. warunek zachowawczo$ci sity F: F = F(r), tj. sila F zalezy jawnie jedynie
od polozenia ciata

W przypadku, gdy sita dzialajaca na cialo jest sitg zachowawcza mozemy zdefinio-
wacé funkcje U(r) o wymiarze energii (energie potencjalna), ktéra ma te wlasnosé,
ze inna funkcja o wymiarze energii F (energia mechaniczna) zdefiniowana jako
E =T + U jest stala, tj. E =0, inaczej F jest zachowana w czasie. Energia
potencjalna jest zdefiniowana jako

r
U(r) = —/ F(r') - dr’,
@
gdzie O jest punktem odniesienia. Z I warunku zachowawczosci wynika, ze site
zachowawcza mozna zapisaé¢ jako F = —VU (r). W ogélnosci sily ktére spetniaja
I warunek zachowawczoéci ale nie spelniaja II nazywamy sitami potencjalnymi,
gdyz mozemy zdefiniowaé dla nich funkcje U (r, t) w ogblnosci zalezna od polozenia
r i czasu taka, ze F = —VU. Funkcje U nazywamy potencjatem. Tylko wtedy, gdy
potencjat zalezy jawnie jedynie od potozenia nazywamy go energia potencjalna.
7 powyzszego wynika, ze warunki zachowawczoéci sity F mozna réwnowaznie
sformutowaé w postaci: sita F jest zachowawcza wtedy i tylko wtedy, gdy jest

potencjalna i jej potencjal zalezy jawnie jedynie od poloZenia.
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Potencjal zalezny jawnie od czasu

Rozpatrzmy sile potencjalna F(r,t), ktérej potencjal zalezy jawnie od czasu. Wy-
kazemy, ze w takim przypadku E = 9U/0t. Istotnie

dU(r,t) = VU(r,t) - dr + aUg’t)dt = —F(r,t)-dr+

Z tw. P-EK mamy natomiast F - dr = dT" zatem

aU (r, 1)
ot

oU (r,t)
ot

dU(r,t) = —dT + dt,

skad otrzymujemy teze

AT +U) _ 9U(r,1)

E=
dt ot

1.4.3 Jednowymiarowe uklady zachowawcze

W uktadach jednowymiarowych wyrazenie na energie mechaniczng uktadu ma
posta¢ E = %ma‘cQ + U(x), przy czym z nie musi byé wspélrzedna kartezjanska,
a wspdlczynnik m jest réwny masie czastki tylko dla ukladu kartezjanskiego. Dla
takich ukladéw mozemy podaé pelne rozwigzanie réwnania ruchu korzystajac

tylko z prawa zachowania energii. Mamy bowiem
. dx 2
t=—=3+—VE-U(x)
dt m
m dx
te) =% = | ———.
(@) 2 / VE-U(z)

Otrzymana calka zalezy od konkretnej postaci funkcji U(x). Co wazne nawet
gdy nie potrafimy znalez¢ analitycznego rozwiazania takiej catki zawsze mozemy
obliczy¢ ja numerycznie.
1.4.4 Potencjal ukladu wielu czastek
Potencjat uktadu N oddzialujacych czastek mozemy obliczyé¢ ze wzoru
1
U=5> Uas,
o B

gdzie U,p jest energig potencjalng oddziatywania czastek o indeksach o i 3. Jako
przyktad obliczmy energie potencjalna uktadu 3 cial o masach my, ma, ms i
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ladunkach ¢1, g2, g3 umieszczonych w wierzchotkach tréjkata o bokach a2, ass,
asi G i
MaMm
Usp = — o6 4 9a3p ,  Drzy czym Qo = Ggq-
0B B

7 powyzszego otrzymujemy

1
U:§ZUaﬁ:—G

a#pB
+k <Q1Q2 4 4243 + CJ3Q1> .
a2 a3 asi

mime  MoM3  M3my
a2 as3 asi

1.4.5 Sily centralne

Przyjmujac, ze centrum sity znajduje si¢ w poczatku uktadu wspélrzednych site
centralng definiujemy jako
F=f(r)t

Jesli f(r) = f(r) to wéwczas sita F = f(r)T jest sila centralng sferycznie sy-
metryczng. Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie: sila centralna jest zacho-
wawcza wtedy © tylko wtedy gdy jest sferycznie symetryczna. Z warunkéw zacho-
wawczo$ci wynika, ze wystarczy pokazacé, ze sila centralna jest potencjalna wtedy
i tylko wtedy gdy jest sferycznie symetryczna, gdyz z definicji od razu spelniony
jest II warunek zachowawczosci. Nalezy udowodni¢ dwie implikacje.

1. Jesli F = f(r) T jest potencjalna to f(r) = f(r)
Korzystajac ze wzoru na rotacje we wspotrzednych sferycznych mamy

1 0f(r)ys laf()

VXF:rsinﬁ 1)) 2
ale z zalozenia wiemy, ze V x F = 0, zatem
0[0.0) _ | 9hn.6)
00 o¢p ’

skad f(r) = f(r), co konczy pierwsza cze$¢ dowodu.
2. Jesli f(r) = f(r) to F = f(r) T jest potencjalna

Ponownie korzystajac ze wzoru na rotacje we wspdirzednych sferycznych

1 9f(r,0,9) 4 laf(r 0,9) -
rsin 6 ¢ r

ale z zalozenia wiemy, ze w =0i %&f’@ =0, zatem V x F =0, co
konczy dowdd.

mamy

VxF= ¢a
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1.5 Teoria grawitacji Newtona

Prawo powszechnego cigzenia (Newton, 1687)

Dowolne dwa ciata punktowe obdarzone masa przyciagaja sie sita wprost propor-
cjonalna do iloczynu ich mas i odwrotnie proporcjonalng do kwadratu odleglosci
miedzy nimi

M ~
_G m’R,.

F= 2

1.5.1 Doswiadczenia Cavendisha i von Jolly’ego

1. Eksperyment Cavendisha (1798). Cavendish uzyl specjalnie skonstruowanej
wagi skrecen. Byl to drewniany pret o dlugosci I = 1.8 m zawieszony na
drucie, na ktoérego koncach byly otowiane kule o masach m = 0.78 kg kazda.
Dwie olowiane kule o masach M = 158 kg zostaly umieszczone w ich poblizu.
Na skutek oddzialywania grawitacyjnego mate kule zblizyly sie to duzych,
tak, ze w w stanie réwnowagi

GMml
a2

Kp = .
Mierzac odlegtoéé a miedzy srodkami kul i wychylenie katowe ¢ oraz wy-
znaczajac wspélezynnik k (np. mierzac okres drgan wahadla torsyjnego)
Cavendish wyznaczyt stala G.

2. Eksperyment Philipa von Jolly’ego (1831).

1.5.2 Zasada ré6wnowaznosci

Zmajac II zasade dynamiki oraz prawo powszechnego cigzenia naturalnie nasuwa
sie pytanie czy wspolczynniki wystepujace w obu wzorach, ktére nazywamy ma-
sami sa sobie réwnowazne, tj. czy masa bezwladna (zwiazana z bezwladnoscia
ciala) jest rébwnowazna masie grawitacyjnej (zwiazanej z grawitacyjnym oddzia-
lywaniem cial). Rozwazmy zatem dwa ciala puszczone z pewnej wysokosci w
poblizu ziemi

GMm] ~ GMmj3
R2 ) maaz = R2 9

mia; =

skad




1 MECHANIKA KLASYCZNA 28

Poniewaz do$wiadczalnie z niezwykta doktadnoécia sprawdzono, ze wszystkie ciala
puszczone w poblizu Ziemi przy pominieciu oporéw powietrza spadaja z takim

. . . m . .
samym przyspieszeniem a; = ag = ¢, wiec mamy % = m%, skad wnioskujemy

myp = mj i mg =m3.

1.5.3 Prawa Keplera i regula Titiusa-Bodego

Prawa Keplera

1. Planety poruszaja si¢ po orbitach eliptycznych, a w jednym z ognisk tej
elipsy znajduje si¢ Stonce.

II. Predko$¢ polowa planety jest stala.

III. Stosunek szescianéw pdlosi wielkich orbit dwéch dowolnych planet jest rowny
stosunkowi kwadratéw ich okreséw obiegu.

Reguta Titiusa-Bodego. W nieztym przyblizeniu érednie odlegtoéci planet od
Stonica wyrazone w jednostkach astronomicznych (au) spelniaja

Rn[au] = 0.4+ 0.3m m=0,1,2,4,8,16,32.

Predkosci kosmiczne

I. Predkos¢ kosmiczna v = v/g Rz
II. Predko$é kosmiczna vy = +/2gRy,

1.5.4 Pole grawitacyjne

Pole grawitacyjne opisujemy za pomoca pola wektorowego g, ktére definujemy
jako stosunek sity grawitacyjnej F dzialajacej na niewielka mase prébng m do

wartosci tej masy
F

g=—.
m

Wektor g nazywamy natezeniem pola grawitacyjnego. Pole g spelnia zasade su-
perpozycji i jest to fakt doswiadczalny tj. pole grawitacyjne wytworzone przez N
mas punktowych jest suma poél wytworzonych przez poszczegdlne masy

N
gzzga-
a=1
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Dla ciagtych rozkltadéw mas mamy analogicznie

MR R PR

gdzie A, o, p to odpowiednio liniowa, powierzchniowa i objetosciowa gestos¢ masy.

Prawo Gaussa

Strumien pola grawitacyjnego przez dowolna powierzchnie zamknieta S jest réwny
catkowitej masie znajdujacej sie w objetosci V ograniczonej przez powierzchnie &
pomnozonej przez —4nG

@gzig-da:—4ﬂGM:—4ﬂG/pdV.
1%

e Pole wewngtrz jednorodnej planety kulistej. Rozpatrzmy jednorodng planete
kulistg o masie M i promieniu R. Chcemy znalez¢é pole grawitacyjne w calej
przestrzeni. Zgodnie z prawem Gaussa

73

—GMy qlar<R

—GMy dlar>R
g(r) =
R3

e Pole wewngtrz kulistej wneki wydrgzonej w jednorodnej planecie kulistej.
Rozpatrzmy kuliste wydrazenie w jednorodnej planecie kulistej o masie M
i promieniu R. Niech rp; oznacza wektor o poczatku w Srodku kulistej
planety i konicu w $rodku wneki. Latwo pokazaé z prawa Gaussa i z zasady
superpozycji, ze wewnatrz wneki
GM
g = R ror,

a zatem pole jest jednorodne.

1.5.5 Energia pola grawitacyjnego

Mozna pokazaé, ze pole grawitacyjne posiada energie o gestosci objeto$ciowej
réwnej
2
=2
v 8rG

Korzystajac z tego faktu mozna pokazaé, ze minimalna energia, jaka powinna
posiadac posiadaé¢ wigzka super lasera Gwiazdy Smierci, aby zniszczy¢ jednorodna
planete o masie M i promieniu R wynosi 3GM?/5R, co dla planety podobnej do

Ziemi (Alderaan) daje okoto 2.2 - 10%4].
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1.6 Statyka
Warunki ré6wnowagi
1. zerowanie sie sit Y F, =0

2. zerowanie sie momentéw sit > T’y =0

1.6.1 Roéwnowaga a potencjal

W uktadach jednowymiarowych z potencjalem U(z) polozenia réwnowagi sa wy-
réznione réwnaniem U'(xz) = 0. Aby sprawdzié, czy jest to polozenie réwnowagi
trwalej, czy chwiejnej nalezy sprawdzié, czy druga pochodna U”(z) jest w tym
punkcie wieksza, czy mniejsza od zera. Dla potencjaléw tréjwymiarowych Ul(r)
postepujemy analogicznie. Polozenia réwnowagi sa wyrdznione réwnanie VU = 0.
Natomiast sprawdzenie czy jest to polozenie trwate, czy chwiejne polega na spraw-
dzeniu czy odpowiednie sktadniki laplasjanu V2U sa wieksze, czy mniejsze od
zera.

1.6.2 Powierzchnie ekwipotencjalne

Jezeli dla wybranej powierzchni wektor sity F jest prostopadly do da dla ca-
tej tej powierzchni to wybrana powierzchnia jest powierzchnia ekwipotencjalna.
Przyktadowo: powierzchnia wody, powierzchnia idealnego przewodnika.

1.7 Roéwnania Lagrange’a
1.7.1 Podstawy rachunku wariacyjnego

Rachunek wariacyjny zajmuje sie z problemem poszukiwania krzywej, dla ktorej
pewna wielko$¢ dana w postaci calki jest stacjonarna. W elementarnym rachunku
rézniczkowym warunkiem, aby funkcja f(z) miala minimum lub maksimum w ja-
kim$ punkcie jest zerowanie sie w tym punkcie pochodnej. Ten warunek nie gwa-
rantuje istnienia ekstremum, gdyz na pewnym przedziale funkcja moze by¢ stata i
wowcezas dla wszystkich punktéw z tego przedzialu f/(x) = 0. Jesli f'(z¢) = 0tow
ogolnosci méwimy, ze xg jest punktem stacjonarnym funkcji f, tj. infinitezymalne
przemieszczenie dx nie zmienia wartosci funkcji df = f(zo + dz) — f(zo) = 0. W
przypadku rachunku wariacyjnego jest podobnie. Mamy calke postaci

5= / Y P (@), (@) 2) da

Szukamy krzywej y(z) dla ktérej S jest stacjonarna, tj. takiej dla ktérej infinite-
zymalna zmiana jej ksztattu nie zmienia wartosci S.
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Twierdzenie Eulera-Lagrange’a

Calka S jest stacjonarna wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja podcatkowa f spelnia
réwnanie (Eulera-Lagrange’a)

of _ dof

Oy  dxz oy
Dla wigkszej liczby zmiennych zaleznych, tj. gdy f = f(Y], s Yhs Y1y ey Yn, T)
catka S jest stacjonarna wtedy i tylko wtedy, gdy spelnionych jest n réwnan
Eulera-Lagrange’a

or _a o
Yo dz oy,

1.7.2 Rachunek wariacyjny w mechanice

Zmienng niezalezna w mechanice jest oczywiscie czas t. Zmiennymi zaleznymi jest
w og6lnosci n funkcji g4 (t) bedacych wspéirzednymi okreslajacymi potozenie po-
szczegblnych czesci ukladu, czyli jego konfiguracje. Te n funkcji okresla krzywag w
n wymiarowej przestrzeni konfiguracyjnej (np. dla pojedynczej czastki poruszaja-
cej sie w trzech wymiarach krzywa ta to po prostu trajektoria czastki). Krzywa
ta jest oczywiscie wyznaczona przez Il zasade dynamiki, jednak okazuje sie, ze
mozna ja w sposéb rownowazny okresli¢ jako krzywa, dla ktorej pewna catka jest
stacjonarna. Méwi o tym zasada Hamiltona.

Zasada Hamiltona
Ruch ukladu mechanicznego poruszajacego sie pomiedzy konfiguracjami
{qgl), ...,qs)} i {q?), ...,q,(f)} w przedziale czasu At = ty — t; ma te wlasnosé,
ze dziatanie S zdefiniowane jako

to

S = L(q,q,t)dt ,

t1

jest stacjonarne.

Funkcje £ nazywamy lagranzjanem i w mechanice klasycznej definiujemy jako
L =T — U (lagranzjan musi by¢ wypisany w inercjalnym ukladzie odniesienia).
W ogélnosci nalezy zwréci¢é uwage, aby energie kinetyczna wypisywaé w postaci

mg, .o .9 .
T:ZT(QC%—I—y%—i-zg),
B

gdzie sumowanie po [ oznacza po prostu sumowanie po wszystkich czastkach two-
rzacych uklad, a xg, yg, 25 sa wspolrzednymi kartezjanskimi czgstki 3. Nastepnie,
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po wyborze s dogodnych wspélrzednych uogélnionych (g1, g2, ..., ¢s), zapisaé wy-
razenia na

x5 = 25(q1, G2, -, s> )
yﬁ - Z/,B(QhQ% ceey QSat) )
Zﬁ = Zﬁ(q17q27"'7QS7t)

dla wszystkich czastek 8 i podstawi¢ je do wyrazenia na T'. Analogicznie poste-
pujemy dla U. Jedli w powyzszej relacji miedzy wspdétrzednymi kartezjanskimi, a
wspdéirzednymi uogdlnionymi nie wystepuje explicite czas, woéwczas takie wspot-
rzedne uogdlnione nazywamy wspdtrzednymi naturalnymi.

7 zasady Hamiltona i tw. Eulera-Lagrange’a wynika, ze funkcja £ musi spelniaé
n réwnan (w mechanice nazywanych réwnaniami Lagrange’a)

oL d oL

0o dtOqy
Wspélrzedne ¢, (t) to tzw. wspdlrzedne uogélnione, tj. niezalezne od siebie wielko-
Sci, ktore jednoznacznie okreslaja konfiguracje uktadu, inaczej sa to takie parame-
try rzeczywiste opisujace ruch uktadu mechanicznego, ze nie musimy naktadac¢ na
nie dodatkowych warunkéw opisujacych powierzchnie ruchu. Nastepujace twier-
dzenie jest prawdziwe dla dowolnego (swobodnego lub nieswobodnego) ukladu
holonomicznego, w ktérym wystepuja jedynie sity potencjalne.

Dla dowolnego ukladu holonomicznego o n stopniach swobody, w ktérym sity
niebedace sitami reakcji wiezow sa sitami potencjalnymi o pelnym potencjale U,
ruch uktadu jest opisany przez n réwnan Lagrange’a postaci

oc_doc
9qe  dt 94y’

gdzie L =T — U jest lagranzjanem uktadu.

Stowniczek pojeé
e liczba stopni swobody — liczba niezaleznych kierunkow, w ktorych uklad moze

sie poruszaé

e uklad holonomiczny — uklad o n stopniach swobody, ktéry mozna jedno-
znacznie opisaé¢ za pomoca n wspdirzednych uogdlnionych

o wspolrzedne uogdlnione — takie parametry rzeczywiste opisujace ruch uktadu
mechanicznego, ze nie musimy nakltadaé¢ na nie dodatkowych warunkéw opi-
sujacych powierzchnie ruchu
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o wspolrzedna cykliczna — wspdlrzedna g;, taka, ze lagranzjan nie zalezy od
niej

% — wspdélrzedna « sity uogdlnionej

. % — wspolrzedna o pedu uogélnionego

Zaréwno uogodlniona sita oraz uogélniony ped nie musza mieé¢ koniecznie wymiaru
odpowiednio sity [N] i pedu [kg-2].

1.7.3 Mnozniki Lagrange’a i sily reakcji wiezow

W wiekszosci probleméw mechanicznych interesuje nas przede wszystkim wy-
znaczenie s funkcji ¢, (t). Wéwcezas powyzsze twierdzenie niesamowicie upraszcza
nasze rozwazania, gdyz nie musimy zajmowac sie sitami reakcji wiezéw. Istnieja
jednak problemy, w ktérych potrzebne nam jest obliczenie sil reakcji wiezow.
W takich problemach mozemy skorzystaé¢ z rownan Lagrange’a I rodzaju. Niech
{z1,...,xn} oznacza zbiér wspdlrzednych okreslajacych konfiguracje uktadu, ale
nie bedacy zbiorem wspo6trzednych uogélnionych. Niech f(z1, ..., z,) oznacza funk-
cje (réwnanie wiezéw) taka, ze f = const. tj.
df _ of . of

— = i+ —1,, =0.
dt 9Oz TLA - 8:1:nxn

Wéwezas lagranzjan wypisany w naszych wspétrzednych £ = L(x, 1) spelnia n
réwnan Lagrange’a I rodzaju

oc \0f _d oL
0%, Or,  dt Oiy’

gdzie A jest mnoznikiem Lagrange’a, dla ktérego zachodzi

Ra:)\ﬁ

0zy’
tzn. wspoélrzedna a uogdlnionej sity reakcji wiezow jest réwna mnoznikowi La-
grange’a pomnozonemu przez odpowiednia pochodng czastkowa funkcji f.

Uwaga. W niektorych przypadkach powierzchni ruchu uktadu nie da sie opi-
sa¢ w postaci jednej funkcji f(z1,...,z,) = const., ale da sie ja opisaé¢ jako uktad
k-réwnan

fi(z1,...,xpn) = const.

fo(x1,...,zy) = const.

fr(x1,...,xy) = const.
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Woéwcezas lagranzjan wypisany w naszych wspotrzednych spelnia n rownan La-

grange’a I rodzaju
— Oy —aQ Ot

gdzie A\g jest mnoznikiem Lagrange a stowarzyszonym z wigzaniem fz. Wspol-
rzedna o uogdlnionej sity reakcji wiezéw wynosi w takim przypadku

k

Afs
Fa = Z)\ &Ua

1.8 Zagadnienie ruchu dwéch ciat

Rozwazmy uklad mechaniczny skladajacy si¢ z mas punktowych my i mo oddzia-
lujacych na siebie sila o potencjale U (|r] —ra|), tj. potencjale sily centralnej, gdzie
r1, Iy 83 polozeniami mas mp, me w pewnym inercjalnym ukladzie odniesienia o
poczatku O. Niech r = ry — r1, wéwczas U = U(r). Niech R oznacza polozenie
SM uktady. Zachodzi

r=ro9—r;

miry + mors = (m1 +ma)R,

skad otrzymujemy

mo
rnr=R-—F—r
m1 + mgo

my
rr=R+——r
mi + mo

Zalézmy, ze uklad jest odizolowany (nie znajduje si¢ w zadnym zewnetrznym
polu). Wéwczas z tw. o ruchu SM wiemy, ze R = const. W szczegdlnosci w
uktadzie SM R = 0. Wypiszmy zatem lagranzjan uktadu w inercjalnym uktadzie
odniesienia zwiazanym ze SM

1 . 1 5

L= §m1r% + 5Mars — U(r).

Korzystajac ze wzoréw na rj i ro mamy zatem

2 2
mims .o mims . 1 .,
L= o4 r—U(r)=-mr*—-U(r),
2(my + mo)? 2(my + ma)? (r) 2 (r)
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Tg:f:% to masa zredukowana. Zauwazmy, ze otrzymany lagranzjan

jest lagranzjanem zagadnienia pojedynczego ciala m umieszczonego w polu o po-
tencjale U(r). Zredukowali$émy wiec problem 2-cialowy do problemu 1-cialowego.
7 ZZMP wynika, ze ciata beda poruszaly sie w plaszczyznie prostopadtej do wek-
tora poczatkowego momentu pedu uktadu. Tory czastek beda wiec krzywymi pta-
skimi. Oczywistym wyborem wspotrzednych beda zatem wspoétrzedne biegunowe
w plaszczyznie prostopadlej do wektora poczatkowego momentu pedu ukltadu.
Mamy zatem

gdzie m =

L= %m(v'"2 +1r2p?) —U(r).

Pozostaje rozwigza¢ réwnania ruchu dla problemu 1-cialowego z lagranzjanem
danym powyzszym réwnaniem.
oL

— = mrzc,b = const = /£,

¢
gdzie ¢ jest poczatkowym momentem pedu uktadu.

%——dU(T) —mf—mr'Q—mf—ﬁ
or dr v= mrd’

Otrzymujemy zatem réwnanie rézniczkowe, ktére pozwala wyznaczyé r(t) dla
konkretnej postaci funkeji U(r), a zatem pozwala réwniez wyznaczy¢ trajektorie
r(p). Istotnie bowiem

£- (R0 ) (5]

Podstawiajac « = % mamy
.od? /1 (x? d (x? d (1 (x? d l
= (2) = () o () = (1) |-
dt* \ z m de m do \z m dy m

skad otrzymujemy réwnanie rézniczkowe

~mdU(z)
2 dx

=2"(p) + 2(p),

pozwalajace wyznaczy¢ trajektorie r(¢) dla konkretnej postaci funkcji U(r).
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1.8.1 Calka pdl

Infinitezymalna powierzchnia zakredlana przez wektor wodzacy czastki m w czasie
dt wynosi

1
dA = =r?dey,
2
skad otrzymujemy A = %rng = (/2m = const. Jest to tzw. calka pdl znana

jako II prawo Keplera. Zauwazmy, ze II prawo Keplera jest niezalezne od jawnej
postaci sity z jaka oddzialuja na siebie czastki, wystarczy, ze jest to centralna sila
zachowawcza.

1.8.2 Rozwazania energetyczne

Energia mechaniczna w uktadzie SM wynosi

1 1
E = §m(7*2 + 720+ U(r) = imf’z + Uet()

gdzie Ug(r) = U(r) + %. Ruch radialny czastki r(t) odpowiada zatem jedno-

wymiarowemu ruchowi czastki m w polu o potencjale Usg(r).

1.8.3 Zagadnienie Keplera

Rozwiazemy teraz wyprowadzone réwnanie rézniczkowe dla waznego zagadnienia,

kiedy U(r) = —%, gdzie a > 0. Otrzymujemy wowczas nastepujace réwnanie
rézniczkowe oy
Ve 2" (@) + x(p)
ktorego rozwiazanie jest trywialne
1 mao
z(p) = ) = Bceos(p+9) + y7h
1
r(p) =

© B2+ Beos(p+6)

Stala B mozna wyznaczy¢ zauwazajac, ze z rozwazan energetycznych wynika, iz
dla 7 =0, tj. dla —£51'(pg) = 0 zachodzi
;;:p2 —ar—FE=0,
skad mamy
ma m2a?2  2Em

wpo) =g E\ T T
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Jednoczesnie
Bsin(pg + 9)

(o) =
skad ¢g = —9 + kw. Otrzymujemy zatem

m2a?2 2Em

B: T‘i‘ €2

Réwnanie trajektorii mozna zatem zapisaé jako

f

rle) = 1+ecos(p+4)’
gdzie
£2
f=—
ma
2E/(2
e=14/1+ 7 -
mao

(% + B cos(po + 5))2

=0,

Réwnanie to opisuje krzywe stozkowe. Rozpatrzmy 3 przypadki.

1. E < 0. Woéwczas z ostatniego wzoru widzimy, ze e < 1, a zatem réwnanie

’VTLO£2

trajektorii opisuje elipsg, a w szczeg6lnosci dla E' = —57- okrag. Z geometrii
analitycznej mozemy obliczy¢ pétos wielka i mataq.

f Q@

“T1 e T 9E

b= !

V1—e? N V2m|E|

Mozemy réwniez obliczyé okres obiegu T', gdyz z catki pél mamy A = wab =

LT skad
T/ m
V2IER

2. E = 0. Wéwczas z ostatniego wzoru widzimy, ze e = 1, a zatem réwnanie

trajektorii opisuje parabole.

3. E > 0. Wéwczas z ostatniego wzoru widzimy, ze e > 1, a zatem réwnanie

trajektorii opisuje hiperbole.
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1.8.4 Wektor Rungego-Lenza

Uzasadnimy, ze wektor (Rungego-Lenza) A zdefiniowany jako

A(t):vxL—aE,

r

jest staly w zagadnieniu Keplera. Z ZZMP L = 0. Dodatkowo oczywicie cal-

kowita energia mechaniczna E = 5P — < jest zachowana (E = 0). Obliczmy

pochodna A

%:VXL—FVX(I‘Xp g(%)

dt
:Vx(rxp)—r%(g>— %.

Z regulty BAC-CAB mamy

dA ) . d
ot e (0) 8
Zauwazmy, ze p - v—él (5;)=%(E+%)=%(%),zatem
dA d /a ) « d /a
B = () vt =T e (7)
:—mv(v'r)—v%.

7 11 zasady dynamiki

F 1
V= — = ——VU(r).

m m
Oczywiscie U(r) = —%, zatem obliczajac gradient we wspotrzednych sferycznych
otrzymujemy

) ar

vV=——>.

mr3

Oczywiscie r -t = 12,

dA < 047"2> a o o
- = -V —_— —Vf:Vf—V—:O,

zatem

dt mr3 r r r

co konczy dowdd. Wprowadzamy réwniez tzw. eccentricity vector € zdefiniowany
jako

e=—A.
o
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Nazwa odzwierciedla fakt, iz |€| = e. Istotnie

1

zﬁ(a2—|—(vxL)2—2af'-(v><L)).

le>=€-€

Wektory v i L sa prostopadte, zatem (v x L)? = p?L? /m?2. Jednoczeénie zachodzi

2 2002
2af (vxL)= CL.(rxp)= 2
mr mr

|€|: 1_{_271;2 ﬁ_g — 1—{-%:6
ma? \2m r V ma?2

Oczywiscie € = 0, czyli €(t1) = €(t2).

zatem widzimy

1.9 Mechanika w nieinercjalnych uktadach odniesienia

Zasady dynamiki Newtona obowiazuja jedynie w szczegdlnej klasie uktadéw od-
niesienia — uktadach inercjalnych. W niektorych problemach jednak wygodniej
jest wprowadzi¢ uktad nieinercjalny.

1.9.1 Przyspieszenie bez obrotu

Rozwazmy inercjalny uklad odniesienia Sy oraz inny ukiad S. Niech rg oznacza
wektor taczacy poczatki tych uktadéw. Zaldézmy, ze wzgledem uktadu Sy vy = A.
Przypusémy teraz, ze obserwujemy pewne zjawisko mechaniczne, np. na czastke m
dziala sila F. Niech r oznacza jej wektor wodzacy w ukladzie Sy, a v’ w ukladzie
S. Zachodzi oczywiscie v’ = r — r;. W ukladzie Sy spelniona jest oczywiscie z
zalozenia II zasada dynamiki, tj. F = m¥. Zrézniczkujmy teraz wyrazenie na r’.

Otrzymujemy
F
V=——A.
m

Widzimy wiec, ze w uktadzie S nadal mozemy postugiwac sie 11 zasada dynamiki,
pod warunkiem, ze uwzglednimy dodatkowy czton o charakterze sity, zwany silg
bezwladnosci Fy, = —mA.

1.9.2 Obroty

Zatézmy, ze mamy dwa uklady odniesienia S i Sy o wspdélnym poczatku. Za-
ktadamy, ze uklad Sy jest ukiadem inercjalnym, natomiast uktad S obraca sie
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wzgledem niego z predkoscia katowa Q. Niech (d/dt)s, oznacza rézniczkowanie
w ukladzie Sp, a (d/dt)s rézniczkowanie w ukladzie S. Dla dowolnego wektora e
nieruchomego wzgledem S, tj. takiego dla ktérego

d
i R
(dt>s

<de> =Q0Oxe.

Rozpatrzmy teraz dowolny wektor a. Chcemy znalezé zalezno$é pomiedzy po-
chodng a po czasie w tych dwéch uktadach. Rozt6zmy wektor a na trzy ortogo-
nalne wektory jednostkowe &1, €9, &3 nieruchome wzgledem S

zachodzi oczywisty zwiazek

W ukladzie S zachodzi

natomiast w ukladzie Sy zachodzi

3 3 3 3
(i‘;‘) = aBat > 0a(RX8) =) daa+ XD anba
So a=1 a=1 a=1 a=1
3
= Z a8 + 2 X a.

a=1

Widzimy zatem, ze operator rézniczkowania po czasie w ukladzie S wiaze sie z
operatorem rézniczkowania po czasie w uktadzie Sy poprzez wzér

(@), - @),

1.9.3 1II zasada dynamiki w obracajacym sie ukladzie odniesienia

W celu uproszczenia obliczen przyjmijmy €2 = const. W ukladzie Sy oczywiscie
spelniona jest II zasada dynamiki

2
F=m <d§> .
dt¢ S
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W uktadzie S natomiast zachodzi (przyjmijmy, ze kropka oznacza pochodna w
ukladzie S)

<‘ft‘2f>$0:£: [(i)8+ﬂx} o xr] = F 2R )+ QX (2xT).

Mamy zatem
mi=F —-2mQ xr—m x (Qxr).

Widzimy wiec, ze w obracajacym sie ukladzie odniesienia nadal mozemy postugi-
wac sie II zasada dynamiki pod warunkiem, ze uwzglednimy dodatkowe czlony o
charakterze sity:

1. site odsrodkowa Foqs = —mQ x (2 x r)

2. site Coriolisa Fgor = —2mf2 X 1

Spadek swobodny i metoda kolejnych przyblizen

Przeprowadzmy dokltadniejsza analize spadku swobodnego w poblizu powierzchni
Ziemi. Pomijajac sile od$rodkowa i opory powietrza réwnanie ruchu ma postaé
(ponownie przyjmujemy, ze kropka oznacza rézniczkowanie w ukladzie nieiner-
cjalnym zwiazanym z Ziemia)

mi =mg —2m&} X r,

gdzie  ~ 22T7Th’ a r jest wektorem wodzacym w ukladzie wspéirzednych karte-
zjanskich, ktorego poczatek O jest wybrany tak, ze prosta przechodzaca przez
O i $rodek Ziemi tworzy kat 6 z wektorem €2, 0§ z lezy na tej prostej, a o§ y
jest styczna do powierzchni Ziemi i lezy w plaszczyZnie wyznaczonej przez z i €.
Mamy zatem

[%, 9, 2] =[0,0,—g] — [0,2Qsin @, 2Q cos 0] x [z, 9, 2],
skad otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych

& =2Q(ycosh — Zsinb)
1 = —2Qx cos 0
Z=—g+2Qzsinf.

Przyblizone rozwigzanie takiego uktadu réwnan rézniczkowych mozna znalezé
korzystajac z metody kolejnych przyblizen. Istotnie poniewaz €2 jest male, wiec w
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zerowym przyblizeniu mozemy calkowicie ja pominaé i otrzymujemy rozwigza-
nie 0-go rzedu (przyjmujemy w ogdélnosci nastepujace warunki brzegowe: #(0) =
9(0) = 2(0) = 0, z(0) = y(0) = 0, 2(0) = h)

(1) =0
y'(t) =0
L) =h— %th.

Nastepnie podstawiamy rozwiagzania 0-go rzedu do wyjsciowego uktadu rownan

i = 2Q(y° cos § — 2Vsin f) = 2Qgt sin 0
i =—-20i"cosf =0
5 =—g+42Qi%sinh = —g,

co po rozwiazaniu daje nam przyblizenie 1-go rzedu
1
zH(t) = gQgt3 sin 0
y'(t)=0
1

2(t) =h— Zgt*.
2
Widzimy, ze otrzymaliSmy co$ innego niz w przyblizeniu 0-go rzedu. Oczywiscie
procedure te mozna kontynuowaé¢ i otrzymaé przyblizenie n-tego rzedu, jednak
juz przyblizenie 1-go rzedu pozwala stwierdzié, ze tor ciala w spadku swobodnym
bedzie odchylal sie nieznacznie na wschéd. Mozemy oszacowaé réwniez wartosé

tego odchylenia
3
Ar ~ 1Q sin 6 % .
3 g

1.10 Brytla sztywna
1.10.1 Calkowity moment pedu i energia kinetyczna bryly sztywnej

Wyznaczmy catkowity moment pedu L bryly sztywnej wzgledem pewnego iner-
cjalnego uktadu odniesienia o poczatku O. Niech r,, oznacza potozenie fragmentu
bryty o indeksie a wzgledem uktadu O. Niech R oznacza polozenie SM bryty
wzgledem uktadu O. Niech r!, = r, — R. Zachodzi

L= roxmeta=) ma(R+r))x (R+1,).
(6% (6%
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Zauwazmy, ze z definicji potozenia SM zachodzi

RZma = Zmara :Zma(r'a—i-R),

skad
Zmarfl =0 1irézniczkujac Z math, = 0.
« «

Niech M = 3" mq. Mamy zatem
L=RxMR+Rx Zmar‘fx - (Zmar;) X R—i—Zr; X MaTh
(6% « (0%
=R x MR+ ) 1), x mat), = Ly + Lygg
(0%
Pierwszy czton opisuje ruch SM wzgledem uktadu O, natomiast drugi czton opi-

suje ruch wzgledem SM. Analogicznie wyznaczmy catkowita energie kinetyczna T’
bryty sztywnej.

1 .9
T = 5 ; mals,
LS (4 R) = DR AR Y il 4 Y mai?
2 4 * 2 = > 2 = o
~lume ] 7 = Ton + T
_5 +22a:mocra— sMm + wzgl -
Ponownie widzimy, ze pierwszy czton opisuje energie kinetyczna SM, a drugi czton

opisuje energie kinetyczna wzgledem SM. Widzimy zatem, ze ruch SM i ruch
wzgledem SM catkowicie sie separuja. Jest to tzw. twierdzenie Koniga.

1.10.2 Tensor bezwladnosci

Rozpatrzmy bryle obracajaca sie wokdl pewnej osi z predkosdcia katowa w =
[We, wy,w;|, gdzie skladowe wy, wy, w, sa skladowymi w inercjalnym ukladzie
odniesienia, w ktorym wybraliSmy uktad wspétrzednych kartezjanskich. Obliczmy

L= E g X Malq -
e

Oczywiscie r, sa nieruchome wzgledem nieinercjalnego ukladu odniesienia zwia-
zanego z bryla, zatem w ukladzie inercjalnym zachodzi r, = w X r,. Mamy zatem

L:Zmarax(wxra).
(6%

moment pedu bryty.
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Rozpiszmy to wyrazenie w inercjalnym ukladzie odniesienia.

{wiv Ea ma(yg + ch) — Wy Za MaTalYa — Wz Za maxaza}
L= H{wy 2, me (a5 + 22) — w: Yo MaYaZa — Wz ) o MaTaYa )
{wz Za ma(x?x + ygc) — Wy Ea Malaza — Wy Za mayaza}

Powyzsze wyrazenie moze zostaé zapisane prosciej jako

Iy I:cy Iy, Wy
L=, I, I.| |w| =10,
1., Izy I, Wy

gdzie I nazywamy tensorem bezwladnosci, ktérego element I, wyraza si¢ wzorem

' 1 dlap=v

Dla ciagtych rozkltadéw masy mamy

I, = / 0(8yr? — pr)dv .
1%

Zauwazmy, ze I jest macierza symetryczna, gdyz z powyzszego wzoru od razu
wida¢, ze I, = I,,. Wspblczynniki I, dla ktérych p = v nazywamy momen-
tami bezwladnosci, natomiast pozostate nazywamy momentami dewiacyjnymi. 7Z
powyzszego wynika, ze w ogdlnosci jesli bryta obraca sie wokdél pewnej osi to
wektory momentu pedu i predkosci katowej nie sa réwnolegle, do czego byliSmy
przyzwyczajeni we wstepnym kursie fizyki.

Wyznaczmy tensory (lub momenty) bezwladnosci nastepujacych bryl:

o Solid cube. Obierzmy uktad wspoétrzednych kartezjanskich, ktérego srodek
pokrywa sie z punktem przecigcia przekatnych szescianu, a osie sg réwnole-
gle do odpowiednich krawedzi. Woéwczas

/&/2 /(1/2 /0,/2 2)d dud 1M )
= y +z rdydz = - Ma
MM a/2J—a/2J—a/2 (Z3 6

Lw =0,

skad
1
I=_-Md’13.
6 3
Zauwazmy, ze z powyzszego wynika, ze dowolna o$ przechodzaca przez éro-
dek szescianu jest osig gléwng i dla obrotéw wokdl niej A = %M a?, gdyz

13w =w.
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o Skeleton cube. Analogiczne ze wzgledu na symetrie¢ mamy (m oznacza tu
mase pojedynczego preta)

2
a®>  a? a2 14
up = 8m <12+4>+m 5 —Sma

skad

14

I=—"ma’1;.
3 3
o Trdjkgtna plyta o bokach a,b,c. Wyznaczmy moment bezwtadnoéci A dla ob-
rotow wokot prostej prostopadtlej do ptaszczyzny ptyty i przechodzacej przez
SM (punkt przeciecia $§rodkowych). Korzystajac ze scaling rule, wlasnosci
addytywnoéci i twierdzenia Steinera mamy
1 3

1
A:E/\JFEAJF%M(SZWSQBJFS?C),

skad
1 1
)\:2—7M(3?4+52B+s%):%M(a2+b2—l—c2).

1.10.3 Osie gléwne bezwladnosci

0%, ktdéra ma te wlasnosé, ze dla obrotéw wokét niej L || w nazywamy osia gtéwna.
Trzy prostopadte osie gtéwne tworza tzw. uklad bryly. Z powyzszego wynika,
ze tensor bezwladnosci obliczony w ukladzie bryly musi byé diagonalny, tzn. w
uktadzie bryty

MO0
I=[0 X O,
0 0 X

gdzie wspotezynniki A nazywamy glownymi momentami bezwladnosci. Uktad bryty
jest uktadem nieinercjalnym, gdyz jest zwiazany sztywno z obracajaca sie bryla.
Istnieje wazne twierdzenie gwarantujace istnienie osi gtownych zawsze, twierdze-
nie o istnieniu osi gtéwnych.

Twierdzenie o istnieniu osi gléwnych
Dla dowolnej bryty i dowolnego punktu P istnieja trzy prostopadte osie gtoéwne
przechodzace przez P.




1 MECHANIKA KLASYCZNA 46

W ogélnym przypadku, aby znalezé osie glowne musimy rozwigzaé réwna-
nie Iw = lw wzgledem w. Réwnanie to mozna przeksztalcié do postaci, ktéra
nazywamy réwnaniem wilasnym

(I— )\13)(.0 = 0,

gdzie 13 oznacza macierz jednostkowg 3 x 3. Takie rownanie ma nietrywialne roz-
wiazania tylko wtedy, gdy det(I — Als) = 0. Wyznaczajac zatem wspélczynniki A
z rOwnania charakterystycznego i dla kazdego z nich obliczajac w, ktéry wyzna-
cza jedng z osi gléwnych znajdujemy uktad osi gtéwnych. Dla bryt symetrycznych
mozemy skorzystaé z lematu.

Symetria bryly wzgledem dowolnych dwdch plaszczyzn wspdlrzednych gwaran-
tuje, Ze tensor bezwiadnosci bedzie diagonalny.

Twierdzenia dotyczace momentéw bezwladnosci

1. Twierdzenie Steinera. Niech I fLiM) oznacza sktadowa tensora bezwladnosci
obliczonego w uktadzie, ktorego poczatek pokrywa sie ze SM bryty M. Niech
1,,, oznacza skladowg tensora bezwladnosci obliczonego w ukladzie, ktorego
osie sg rownolegte do poprzedniego ukiadu, a jego Srodek jest przesuniety
wzgledem SM o wektor [1;, 7y, 1.]. Zachodzi

I;w = ;SSVM) + M (5uu772 - 77;”71/) .

2. Addytywnosé. Moment bezwladnosci jest wielkoscig addytywna.

3. Perpendicular axis theorem. Dla plaskich obiektow (np. cienki krazek) za-
chodzi
Iaca: + Iyy = Izz .

4. Stretch rule. Rozciagniecie ciala réwnolegle do osi obrotu, bedacej osia
gléwng nie zmienia gléwnego momentu bezwladnosci wzgledem tej osi.

5. Scaling rule. Jesli I oznacza tensor bezwladnoéci danej bryty wyznaczony w
uktadzie wspoétrzednych o poczatku w srodku masy ciata, a I* tensor bez-
wiladnoéci bryly powstalej przez przeskalowanie pierwotnej bryly w skali
f to zachodzi I* = f5I. Dla obiektéw plaskich (dwuwymiarowych) mamy
oczywiscie I* = f41I, gdyz grubo$é nie jest skalowana, a dla obiektéw jed-
nowymiarowych I* = f3I.
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Energia kinetyczna obracajacej sie bryly
Energia kinetyczna T' obracajacej sie bryly jest dana wzorem

1
T=-w-L,
2

co w ukladzie bryly daje T' = 3 (Mw} + Aow3 + A3w3).

1.10.4 Katy Eulera

Euler zaproponowal swietna metode okreslenia orientacji brylty sztywnej w ukia-
dzie przestrzennym (tj. ukladzie inercjalnym o stalej orientacji w przestrzeni) za
pomoca trzech katéw (¢, ,1). Motywacja takiego opisu ruchu bryly jest fakt, ze
energia kinetyczna bryly ma w ukladzie bryly najprostsza postaé, a katy Eulera
(opisujace orientacje bryly w inercjalnym ukladzie przestrzenny w niezwykle ja-
sny sposob) pozwalaja na calkiem proste rozlozenie w na skladowe w ukladzie
bryly. Istotnie zachodzi

w =& (fsint) — psinf cos)) + &(0 cos v + ¢ sin O sin1p)
+&3(¢ + pcosh),

gdzie (&1,&2,83) sa wersorami w ukladzie bryly. Energia kinetyczna wirujacej
bryly jest zatem dana wyrazeniem

1 . 1 .
T= 5)\1(9 sint) — @ sinf cos V) + 5)\2(9 cos 1) + ¢ sin O sinv)?

1. .
+ 5)\3(1/1 + pcosf)?

W celu uproszczenia obliczen ponizej zajmujemy sie tylko przypadkiem tzw. bgka
symetrycznego, dla ktérego A1 = Ay # A3, woéwcezas

w = —&1sin b + &0 + &3(1) + pcosh)
oraz rozkladajac (&, &9, &3) w ukladzie przestrzennym (X,¥y,Z)

€1 = Xcospcos + ysinpcosd — zsin b
€y = —Xsinp +ycosy

€3 =Xcospsing + ysinpsinf + zZcosh.
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Korzystajac z powyzszego mozemy zapisa¢ moment pedu baka symetrycznego
(A = A2 # A3) w ukladzie przestrzennym za pomoca katéw Eulera

L=x (—/\ggb sin @ cos 6 cos ¢ — Aof sin ¢ + Agws cos psin 9)
+3y (—)\gcp sin # sin ¢ cos 6 + A2d cos © + Asws sin psin 0>
+Z (/\ng sin? 6 + Asws cos 9) .

Wyrazenie na energie kinetyczna mozna natomiast uprosci¢ do postaci
1 . 1 .
T= 5)\2@2 sin? 0 + 62) + 5)\3(1/) + ¢ cosh)?.

Ruch swobodny

Przeanalizujmy najpierw ruch baka, na ktéry nie dziata zaden zewnetrzny moment
sity. W takim przypadku £ =T i z rownan Lagrange’a mamy
L, = const
A2¢2 sin f cos 8 — A3ws sin @ = )\Qé
A3w3 = const .
Wybierajac o z w taki sposéb, aby pokrywala si¢ ona z wektorem L mamy
L.=L= ()\ggb sin? 0 + Asws cos 9)
L,=0
L,=0,
skad otrzymujemy .
A2f(tan ¢ + cot ) =0,
zatem 6 = const, a wiec
P( Ao cosh — Agws) = 0.

Widzimy zatem, ze ¢ = const, a wigc rowniez ¥ = const i bak w ogdélnosci wiruje
z szybkoécia 1 wokol wlasnej osi, ktora nachylona pod stalym katem 6 do osi z
wykonuje precesje z szybkoécia

Azws
v Ao cosf
Zauwazmy, ze wartos¢ szybkosci precesji mozemy zapisaé¢ réwniez jako
L A3t

SD:);: (A2 — Ag)cosf
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Ruch w zewnetrznym polu

W przypadku ruchu w zewnetrznym polu do lagranzjanu trzeba dodaé czton
zwiazany z energia potencjalng U. W jednorodnym polu grawitacyjnym U () =
MgRcosf, zatem

1 . 1 .
L= 5)\2(ng sin? 0 4 6%) + 5)\3@) + ¢cosh)? — MgRcosf.

Z réwnan Lagrange’a mamy woéwczas

L, = const
Aop? sin 6 cos O — Agpws sin@ + MgRsin 6 = A0
Asws = const .
* Regularna precesja. W przypadku regularnej precesji, czyli dla 0 = const # 0

mamy ¢ = const, a wiec rOwniez @ = const, zatem otrzymujemy réwnanie

kwadratowe )
(A2 — A3)@%cos — A3 + MgR =0

ktorego rozwigzania sa dane poprzez wzory

, At 4(Ag — A3)MgR cos 6
= 1+ ,/1— : :
7 2(Ag2 — A3) cos @ \/ PRI

Jesli 0 = 5 to Scistym rozwigzaniem jest
. MgR
= — .
Azt

Dla A3t > 2\/ (A2 — A\3) M g R cos § mozemy natomiast przyblizy¢ wyrazenie
z pierwiastkiem

N Agws 1+ (1- 2XAoMgR cos 6
L 2o cos 6 Aw3 ’

co daje nam dwa rozwiazania

Aot 2 (A2 — A3)cosf

$1 =

e Przypadek ogolny. W ogblnym przypadku z L, = const mamy

5 = Lz = Lycosd
T T gsin?e
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oraz wiemy, ze L3 = const. W polu o potencjale U(f) energia mechaniczna
E =T + U jest oczywiscie zachowana i wynosi

~ 1 1
E = §A2(w% + wd) + §>\3w§ +U(0)

1. .o (L,— L3cosf)?
= ~Xof?
9 * 2o sin? 0

+U(0),

gdzie E = E — Asw?/2 = const. Ruch zenitalny 0(¢) jest zatem taki jak ruch
jednowymiarowego ukladu w polu o potencjale Ue(0)

(L, — L3 cosf)?

U(0) = U(6
er(0) (0) + 2o sin? 0

Zauwazmy, ze calki ruchu E, L3, L, sa jednoznacznie wyznaczone przez
warunki poczatkowe 60y, 6y, ©o, ¥o.

Rozwiazemy teraz powyzsze zagadnienie dla nastepujacych warunkow po-
czatkowych: g = 6y = 0, 6y # 0, a 1 jest ekstremalnie duze w poréwnaniu
z pozostalymi parametrami. Z takimi warunkami poczgtkowymi mamy do
czynienia w przypadku standardowego pokazu z zyroskopem. Catki ruchu
sg rowne odpowiednio

Lz =Astho, L. = Agtgcosby.
Efektywna energia potencjalna wynosi zatem

A242 (cos B — cos 0)?

Uni(0) = MgR cos
(0) = Mgl cosf + 55 sin2 0

Okazuje sie, ze dla ekstremalnie duzych 1/}0 (w granicy 1/}0 — o0) funkcja ta
jest niezwykle dobrze przyblizana w catej swojej dziedzinie przez poczatkowe
(do 2-go rzedu) wyrazy rozwiniecia Taylora wokdl punktu 6 = 6

1
Uet(0) = Uet(00) — MgR sin (6 — o) + §k(9 —60)%,

gdzie .
k= /\g)ffg — MgRcosty.
Rozwigzujac Aol = —déj(;f otrzymujemy
_ AaMgRsin 6y

o(t)

’ (cos wpuet — 1) + 6o,
M35
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gdzie

_ Astho
Wnut ~ N
2

Zauwazmy, ze dla niezwykle duzych 1/}0 amplituda nutacji jest niezwykle
mala.

1.11 Drgania
1.11.1 Prawo Hooke’a

Energia potencjalna sprezyny jest wprost proporcjonalna do kwadratu jej wychy-
lenia z polozenia réwnowagi U(x) = a(x — x¢)?, gdzie xq jest polozeniem réwno-
wagi. Przyjmujemy, ze stala a > 0 jest réwna k/2, gdzie k nazywamy wspolczyn-
nikiem sprezystosci [%} W istocie ponizsze rozwazania sa bardzo ogdlne, gdyz
wiele ukladéw w przyblizeniu matych wychylen z polozenia réwnowagi wykonuje
drgania harmoniczne, tj. drgania sprezyny o potencjale proporcjonalnym do kwa-
dratu wychylenia. Istotnie jesli U(z) jest dowolna funkcja taka, ze dla pewnego
zachodzi U'(x¢) = 0, woéwezas ze wzoru Taylora dla matych wychyleii Az = z—xg
mamy

1
U(zx) =~ U(zp) + §U”(x0)(x —z0)%.
Uktad wykonuje wiec drgania analogiczne do drgan sprezyny o wspdtczynniku
sprezystosci k = U" (xp).
1.11.2 Ruch harmoniczny prosty

Rozwiazemy teraz réwnanie ruchu swobodnego oscylatora harmonicznego. Wy-
skalujmy energie potencjalna tak, ze xg = 0. Lagranzjan takiego oscylatora ma
postaé

2 k 2
pomi? ka’
2 2
7 réwnan Lagrange’a mamy zatem
(1) = —a(t) = ~w’a (1)
I(t) = ——x(t) = —w z(t) .
m

Rozwiazanie takiego réwnania jest trywialne jednak mozna zapisaé je w rézny
sposob

x(t) = Bye?*t + Bye %t = (O sinwt 4+ C5 cos wt
= Acos(wt — ) = Re {A'ejwt} ,
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gdzie pomiedzy stalymi zachodzg nastepujace zwiazki

A=,/C2+C2

6 = arctan g;

A = Ae™#
Cy=DB1+ B

Cy =j(B1— Ba).

1.11.3 Drgania tlumione

Rozwiazemy teraz zagadnienie tlumionego oscylatora harmonicznego. Rozwazmy
cialo poruszajace sie w jednym wymiarze pod wplywem sity sprezystosci, na ktére
dziata rowniez liniowa sita oporu —bi. Rownanie ruchu ma postaé

mx = —kx — bt

i+ 2Bk +wir =0,

gdzie wy = \/k/m, 8 = b/2m. Wprowadzmy operator rézniczkowy D zdefiniowany
jako

d? d
=— 4+26— 2.

a2 T
Réwnanie ruchu tlumionego oscylatora harmonicznego mozemy zatem zapisaé
jako Dx = 0. Metoda przewidywan zgadujemy, ze rozwiazanie szczegélne ma
postaé

D

z(t) = eM.

Podstawiajac to rozwiazanie do réwnania ruchu otrzymujemy

Ae=—B£4/B2—uw?.

Jedli tylko wg # 2 to otrzymujemy ogélne rozwigzanie réwnania Dz = 0, gdyz
wiemy, ze ogélne rozwiazanie liniowego réwnania rézniczkowego 2-go rzedu ma
doktadnie dwie stale, wiec

z(t) = Cret + Cye?-

jest na pewno rozwiazaniem ogélnym. Dla § = wp (tlumienie krytyczne) rozwiaza-
niem jest funkcja z(t) = (By+ Bat)e P, jednak nie jest to szczegdlnie interesujacy
przypadek.
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1. Stabe tlumienie B < wy. Korzystajac ze wzoru Eulera mamy
x(t) = Ae Pl cos(wt — §)  gdzie w = \/wd — B2.

2. Silne tlumienie B > wy.

x(t) =e " (C’1et\/ P 4 ChetV 52_“(%) .
Dla drgan stabo ttumionych definiujemy logarytmiczny dekrement ttumienia

A=In Al In (ew) _ 2B
At+3) Vi =8
1.11.4 Drgania wymuszone

Ogolne réwnanie ruchu oscylatora wymuszonego sita F(t) ma postaé

Da(t) = - F(t) = f().

Latwo sprawdzi¢, ze D(a1x1 + agxe) = a1Dxy + agDxo, wiec D jest liniowym
operatorem rézniczkowym. 7 teorii rownan rézniczkowych wiemy, ze rozwiagza-
nie ogélne réwnania niejednorodnego postaci Dz = f(t), gdzie D jest dowolnym
linfowym operatorem rézniczkowym ma postaé¢ x(t) = z;(t) + xs(t), gdzie z;
jest rozwiazaniem ogdlnym réwnania jednorodnego Dz = 0, a x5 jest dowolnym
rozwigzaniem szczeg6lnym rownania niejednorodnego. W ogdélnym przypadku, ko-
rzystajac z wynikow poprzedniego zadania, mamy

2(t) = e (CreVITE 4 Cpem VIR ) (1)

Wymuszenie sinusoidalne

Waznym szczegdlnym przypadkiem jest wymuszenie sinusoidalne Fy sin ¢, dzigki
ktéremu poprzez twierdzenie Fouriera znamy rozwiazanie dla dowolnego okreso-
wego wymuszenia. Zgadujemy rozwiazanie szczegdlne

xs(t) = Asin(Qt —9).
Podstawiajac to rozwigzanie do rownania ruchu otrzymujemy
EFy/m
T VAP T (- )
268
wd — 02’

0 = arctan
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Rozwiazanie ogblne dla wymuszenia sinusoidalnego ma wigc postac
E
(1) = o
V48202 + (w2 — Q2
+e (Clet\/ P2 4 Coetv 52_“3> .

sin <Qt — arctan 22BQQ>

Jedli B # 0 to po odpowiednio dlugim czasie czton x; zanika i w stanie ustalonym
x(t) = z4(t) = Asin(Qt — §). Jesli natomiast 8 =0 to

Fy/m

z(t) = —5 g7 SIn Q1 + By sinwot + By coswot .
jwg — 22|

1.11.5 Rezonans

W stanie ustalonym amplituda drgan jest dana wzorem

Fy/m
AD = o

Funkcja ta ma maksimum, ktére mozemy znalezé¢ rozwiagzujac réwnanie A’ = 0,
skad otrzymujemy

. Fy/m
_ /. 2_9pn2 _
Qrey = \/wg —26% 1 Apey = 25 wg 5 .

Szerokos¢ poléwkowa

Szerokosé poléwkowa AQ definiujemy jako AQ = |Q; — Qql, gdzie 1, Q9 sa

rozwigzaniami réwnania A?(Q) = %A?ez. Rozwiazujac to rownanie otrzymujemy

o= \/w8—262i25 wg — 2.

Czesto interesuje nas przypadek bardzo stabego tlumienia 5 < wg. Wowczas
Qrer & wo. Potraktujmy € 2 jako funkcje 8. Dla matych 8 mozemy ja przyblizy¢
korzystajac ze wzoru Taylora

skad otrzymujemy, ze dla bardzo stabego ttumienia AQ ~ 23. Definiujemy réw-
niez wspélczynnik dobroci ), ktéry okresla smuktosé piku rezonansowego
QI'GZ
@= AQ
Dla bardzo stabego tlumienia @ ~ wg/20.




1 MECHANIKA KLASYCZNA 95

Rezonans mocy Sredniej

Pokazemy, ze rezonans $redniej mocy (P) zachodzi Scidle dla ©Q = wy. Istotnie w
stanie ustalonym

F(t)d
P = I d)t L = F(t)i(t) = —QAF, cos Qt sin(Qt — §).
7 definicji sredniej catkowej
Q

I+ 1
(P) = / P(t)dt = QQAFO sind = mBA%Q2.

Mamy zatem funkcje

27

BO2EZ /m
07+ ()2

ktérej maksimum znajdujemy przez rozwiazanie réwnania (P)'(Qpre,) = 0, skad

(P) () =

Qpre; = Wo.

1.11.6 Twierdzenie Fouriera

Twierdzenie Fouriera
Dowolna okresowa funkcje f(t) spelniajaca warunki Dirichleta mozna przedstawié
w postaci szeregu Fouriera

f(t) = % + Z [an, cos(nwt) + by, sin(nwt)] ,

n=1
gdzie

T/2
— / ) cos(nwt) dt
T/2

T/2
/ ) sin(nwt) dt .
T/2

Jedli mamy réwnanie rézniczkowe postaci Dz = f(t), gdzie f(t) mozna przed-
stawi¢ w postaci szeregu Fouriera, wéwczas jego rozwiazanie ogblne ma postaé

z(t) = e P (C1et\/m + Cge_t\/m>

A oo
20 +Z [Ay, cos(nwt — d,,) + By sin(nwt — 6,,)]
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gdzie

2

A2 — an
" 4B2n2w? + (wE — nfw?)?

o a
" 4B2n2w? + (wE — nPw?)?

20nw

0 = arctan —; p 5 3 -
wg — nw

1.11.7 Transformacja Laplace’a

W ogélnym przypadku w rozwiazaniu réwnania rézniczkowego Dx = f(t) dla
nieokresowej funkcji f(t) moze nam poméce transformacja Laplace’a .. Transfor-
mate (wynik transformacji) Laplace’a F'(s) funkeji f(¢) okreslonej dla ¢t € (0; 00)
definiujemy jako

F(s) = 2{/(1)} = /0 et

gdzie s jest w ogélnosci zmienna zespolona. Nie kazda funkcja f(t) posiada trans-
formate Laplace’a, gdyz caltka w powyzszym wzorze nie jest w ogdlnoéci zbiezna.
Przeksztalcenie Laplace’a ma pewne bardzo wygodne wlasnodci, ktére mozna uzyé
przy rozwiazywaniu rownan rézniczkowych.

Podstawowe wlasnos$ci

1. Liniowosé. Transformacja Laplace’a jest transformacja liniowa. Istotnie
o0
L{arfi+asfa} = / (a1f1 + azfa)e™ dt
0
o0 o0
= / alfle_St dt + / agfge_St dt
0 0

= a1 / fle_St dt + a9 / er—st de
0 0
= a1 Z{f1} + axZ{fa}

2. Twierdzenie o transformacie pochodnej. Obliczmy transformate funkeji g(t) =

‘é—{.Mamy
o (df | [edf
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skad przez calkowanie przez czesci otrzymujemy

z{i{} :/Oood(f(t)e_St)+s/ooof(t)e_5tdt.

Zakladajac, ze limy oo f(t)e 5! = 0 otrzymujemy

2 {55} =520 - 10,

Widzimy zatem, ze w dziedzinie s rézniczkowanie po czasie zamienia si¢ w
dzielenie przez parametr T = % o charakterze czasu, a zatem réwnania réz-
niczkowe zmieniaja si¢ w réwnania algebraicznej zmiennej F'(s). Dla drugiej
pochodnej mamy

Z{i{} :Sg{i{}_f(o):52${f(t)}—sf(0)—f(0)‘

Transformaty Laplace’a najczesciej spotykanych funkcji

1. Z{a} =4

S
2. ZL{at"} = 2 gdzien =0,1,2, ...
3. L{e} = 1L

s—a

4. L{0pirac(t —a)} = e

5. Z{sinwt} = 5¥=

6. L{coswt} = 575

7. L{sin(wt + §)} = wcosfissing
8. Z{sinhat} = 7"

9. Z{coshat} = +°—
10. Z{esinwt} = (S_a)%
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Transformacja odwrotna

Jesli F(s) jest transformata funkcji f(t), wéwezas f(t) = L7 H{F(s)}. W wielu
przypadkach (np. przy rozwiazywaniu liniowych obwodéw elektrycznych) spoty-
kamy sie z funkcjami wymiernymi postaci

P(s)  ams™+ 18"t 4+ ...+ a15 + ag

Fls) — —
(5) Q) bps" + bp_15" L + ... + bis + b

gdzie m < n. Rozpatrzmy najprostszy przypadek, gdy Q(s) = A(s — p1)(s —
p2)...(8 — pn), tj. wielomian @ posiada n pojedynczych pierwiastkéw pi, ..., pp.
Wéwezas funkeje F'(s) mozemy roztozyé na utamki proste

Fls) =Y e

o .
a=1 Pa

Dla takiej postaci latwo jest znalez¢ transformacje odwrotna

f<t>=$—1{F<s>}=§kaz-l{ L

S — Pa

ale z listy na poczatku strony wiemy, ze £ {e®} = ﬁ, zatem

s—a

gl{ 1 }:fl {g{eat}}zeat’
skad
F&) = kae™", ko= lim (s —pa)F(s).
a=1

S—Pa
Jako przyklad rozwiazemy réwnanie Dz (t) = f(t) dla f§ = 01 f(t) danej
wzorem
Fy/m dlat>0
ft) =
0 dlat<0

Oczywiscie w tym przypadku transformacja Laplace’a jest overkillem, gdyz roz-

wiazanie szczegélne jest trywialne do znalezienia x4(t) = nf:gg, ale chodzi tylko o
0

ilustracje metody. Korzystajac z transformacji Laplace’a mamy

LD} = (5% + &)X (s) — s2(0) — #(0) = L{f(B)} = L

ms’
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gdzie wprowadziliSmy oznaczenie X (s) = Z{x(t)}, skad

z(0)s i(0) Fy/m

X(s)= .
(s) s2+wd 2+ wd s(s+ jwo)(s — jwo)

Korzystajac z listy od razu mozemy napisaé transformacje odwrotng dwéch pierw-
szych cztonéw

-1 = 2(0) cosw #(0) sinw -1 Fo/m
L H{X} =x(0) ot + 0 ot +.Z {s(s+jwo)($—jw0)} '

Zauwazmy, ze ostatni czlon ma postaé¢ funkcji wymiernej, o ktérej mowilisSmy
wcezesniej. Mamy zatem

3
gl{ ( FO/m }:Zkaepat7
S
a=1

s+ jwo)(s — jwo)

. _ . . . _ F o o F
gdzie p1 =0, p2 = —jwo, p3 = jwo, k1 = [0, k2 = k3 = —5_ 05, skad
Fi Fi
2z . o/m . = 02 (1 — coswot) ,
s(s + jwo)(s — jwo) mwg

zatem ostatecznie

(0 F
x(t) = z(0) cos wot + 2(0) sin wot + 702 (1 — coswot) .

wo mwg

1.11.8 Oscylatory sprzezone

Zajmiemy sie teraz ukladami drgajacymi o wielu stopniach swobody. Najprost-
szym mechanicznym przedstawicielem takiego ukladu jest uklad skladajacy sie
z dwéch mas my i meo oraz trzech sprezyn o wspotczynnikach sprezystosci ki,
ko, k3. Sprezyna ko taczy dwa ciata ze soba, natomiast pozostale sprezyny tacza
masy z nieruchomymi $ciankami. Niech [, oznacza dlugo$é¢ swobodna sprezyny
o wspbétezynniku k. Niech L, oznacza dlugosé sprezyny w polozeniu réwnowagi
uktadu. Zachodzi

kl(Ll — l1) = kQ(LQ — lg) = k3(L3 — 13) .
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Niech x1, T3 oznaczaja przesuniecia mas z polozenia réwnowagi. Lagranzjan ukladu

ma postaé
) )
mixy  med; ki 9
= i’ A L —
L 5 + 5 5 (x1+ L1 —11)
kg k?)
— 5(1’2 + Ly — 11 — l2)2 — ?(Lg — 1‘2 — 13)2
_ m1$% mgl‘% B k‘lx% . k?g(l‘Q — 561)2 . k?g:l?% +£
2 2 2 2 2 0

gdzie Ly jest pewnym stalym czlonem. Z réwnan Lagrange’a mamy zatem

miLy = —(lﬁ + kz)xl + koxo
Mol = —(kg + kg)xz + koxq '

Jest to zatem uktad réwnan rézniczkowych sprzezonych. Metoda rozwiazania
opiera si¢ na zauwazeniu, ze mozna go przedstawi¢ w postaci macierzowej jako

Mit = —kx,
adzie
M=
k= [(kl—:?;@) (k?2_f2k33)] '
<= [0

Kluczowe jest to, ze macierze M i k sa symetryczne. Rozwiazanie szczegdlne

zgadujemy
aerwt

Jwt )
X, = Re { [ale ] } . gdzie ap = Ane—jén )

Poniewaz jednak wszystkie wykonywane operacje sa liniowe wiec réwnie dobrze
mozemy postugiwaé sie¢ rozwiazaniem zespolonym

. al .
7s = aelVt = et
a2

a dopiero pézniej braé cze$é¢ rzeczywista. Podstawiajac szczegdlne rozwiazanie
zespolone do macierzowego réwnania ruchu mamy

(k —w*M)a=0.
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Réwnanie to nazywamy uogélnionym réwnaniem wlasnym. Ma ono nietrywialne
rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy

det(k — w?M) =0.

Réwnanie to pozwala wyznaczy¢ czesto$ci wilasne ukladu, tj. czestosci, z ktérymi
uktad wykonuje drgania czysto sinusoidalne (tzw. mod normalny). Macierze k i
M moga by¢ w ogdlnosci macierzami n X n, macierz x jest w ogdlnoéci macierza
kolumnowa n, gdzie n odpowiada liczbie stopni swobody uktadu. Po znalezieniu
czestosci wlasnych podstawiamy je do rownania witasnego i dla kazdego modu
normalnego znajdujemy zaleznosci pomiedzy wspoélczynnikami «, co pozwala nam
zapisa¢ rozwiazanie w m-tym modzie normalnym jako

(m)
e
(m)
x™ = A, |72 | cos(wmt — 6m)
e
gdzie A, i 6, sa stalymi, ktére nalezy wyznaczyé z warunkéw poczgtkowych.
Rozwiazanie ogblne ma wtedy postac

x = x1) + x(2) + ...

W naszym problemie macierze M i k sg macierzami 2 x 2. Latwo mozemy w
tym prostym przypadku znalezé wyznacznik macierzy (dla macierzy wiekszych
niz 3 x 3 lepiej korzystaé¢ z komputera)

(kl + ko — w2m1) —ko

k —w'M =
w —ko (k‘g + k3 — meg)

skad
det(k — w?M) = (k1 + ko — w’mq) (k2 + ks — w?mp) — k3 = 0.

Rozwiazujac takie réwnanie kwadratowe zmiennej w? otrzymujemy dwa rozwia-
zanie (w musi by¢ wieksza od 0)

9 ma(ky + ko) + my (ke + k3) £ VA

Wy =

, gdzie
2m1m2

A = [my (k2 + k3) + ma(k1 + ICQ)}Q — dmyma(k1ka + kiks + koks) .

W celu uproszczenia obliczen rozpatrzmy przypadek szczegdlny mi = mg = m i
k‘l = ]452 = ]453 = k. Wbweczas

13k [k
w1 = —_—, w9y = —_— .
m m
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1. Pierwszy mod normalny wy = \/3k/m. Z réwnania wlasnego mamy

—k —k] [alV 0
i k] [a0] =

skad otrzymujemy agl) = —agl) = Aj1e 7% zatem

xM = A, [ 11} cos(wit — d1) .

2. Drugi mod normalny wy = /k/m. Z réwnania wlasnego mamy

Eo—k] o] _,
N

2 _ @2

skad otrzymujemy a7 = oy’ = Ase1% zatem

x = A, [ﬂ cos(wat — d2) .

Ogodlne rozwiazanie ma wiec postac
1 1
x(t) = A1 q cos(wit — 01) + As ) cos(wat — &2)

czyli

ml(t) = A cos(wlt — 51) + As COS(wgt — 52)
SCQ(t) =-A COS(UJlt — (51) + Ag COS(WQt — 62) .

Coupled oscillators in a physically meaningful context. Model tréjato-
mowej czasteczki liniowej (np. CO2)

Rozpatrzmy model czasteczki CO2 jako masy punktowe m, M i m potaczone
sprezynami o wspélczynnikach sprezystosci k. Zalézmy, ze na uklad natozono
wiezy, tak, ze jego ruch jest jednowymiarowy. Chcemy znalezé czestosci wlasne
tego uktadu. Niech x1, w9, x3 oznaczaja wychylenia poszczegdlnych czastek z
polozenia rownowagi.

Mi%  k

k
9 5(1’2—1‘1)2 — 5(%3—1‘2)2.

L= +ad) +
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Z réwnan Lagrange’a mamy

mi, = —kx1 + kxo
Mig = k:a:l — 2/{3332 + kxg

ms = kxy — kxg,

co mozna zapisaé jako

Mx = —kx,
gdzie
m 0 0
M=|0 M 0
0 0 m
[k —k 0
k= |-k 2t -k
| 0 -k K
[1(1)
X = .I'Q(t)
z3(1)

Wyznacznik macierzy k — w?M jest réwny
det(k — w?M) = w?(k — w?m) [W*Mm — k(M +2m)] =0,

skad otrzymujemy

[k / 1 2
(/.)1:07 Wy = E, w3 = k<m+M>

Czesto$¢ wy; = 0 odpowiada ruchowi catego ukladu ze stalyg predkoscia zatem
nie jest interesujaca, gdyz czlonu zwigzanego z takim ruchem mozna sie pozby¢
przechodzac do uktadu SM.

1.11.9 Krzywe Lissajous
Krzywa Lissajous to krzywa plaska dana w postaci paramterycznej jako
x(t) = Asin(wit +9), y(t) = Bsinwat.

Jest to wiec krzywa zakreslana przez punkt materialny wykonujacy drgania har-
moniczne w dwoch prostopadtlych kierunkach. Ponizej zamieszczam przyklady
krzywych dla A = B i réznych stosunkéw wy /wo.
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Rysunek 1: Wybrane krzywe Lissajous

Krzywe sa zamkniete tylko wtedy, gdy stosunek wi/wy jest liczba wymierna.
Stosunek ten mozna wyznaczy¢ z rysunku korzystajac z nastepujacej metody:
rysujemy dwie proste réwnolegle odpowiednio do osi x i y tak aby przecinaly one
krzywa w punktach réznych od przecie¢ krzywej ze soba, a nastepnie zliczamy
punkty przeciecia narysowanych prostych z krzywa Lissajous.

i
KX

Rysunek 2: Metoda wyznaczania stosunku wy /wy = n/n z rysunku




1 MECHANIKA KLASYCZNA 65

1.12 Fale w osrodkach sprezystych
1.12.1 Jednowymiarowe réwnanie falowe

Fala (jednowymiarowa) to matematycznie rozwiazanie réwnania falowego

0%f 1 0%f

922 2 o2

gdzie f = f(z,t) jest funkcja opisujaca ksztalt fali w danej chwili, a ¢ jest pred-
koécia rozchodzenia fali wzdtuz osi z.

Wyprowadzimy jednowymiarowe rownanie falowe rozpatrujac drgania poprzeczne
naprezonej struny. Zakladamy, ze wychylenia struny f(z,t) sa niewielkie tak, ze
naprezenie T struny jest takie samo w kazdym jej punkcie, a sama struna jest
caly czas prawie réwnolegla do osi z. Niech p oznacza gesto$¢ liniowa struny.
Rozpatrzmy fragment struny o masie pu\/df? + dz? ~ pdz. Z 11 zasady dynamiki
mamy

F, =T cos(¢+d¢p) —cosp~ 0
Fy =Tsin(¢ +d¢) —T'sin¢
= T(sin pcosd¢ + sindgpcosp —sing) =~ T cosp dp ~ T d¢ ,

oraz 52 5
¢
F,=p—5dz=T—
v =hge =154
Jednoczesnie dla maltych ¢ ~ tan ¢ = %, zatem
f _p0f
Fawr = 5.2

co, po podstawieniu ¢ = y/T'/u daje dokladnie réwnanie falowe w jednym wy-
miarze.
Udowodnimy teraz, ze dowolne rozwiazanie powyzszego réwnania falowego ma
postaé

f(z,t) =a(z —ct) + B(z + ct),

gdzie «, B sa pewnymi funkcjami. Zauwazmy, ze funkcja « opisuje niezmienia-
jacy sie w czasie ksztalt «(z,0) = ap(z) poruszajacy sie w strone wigkszych
z z predkodcia c. Istotnie dla t = 0 ksztalt fali jest opisany funkcja a(z), ale
a(z —c-0) = a(z+ ct) — ct), zatem widzimy, iz po czasie ¢ punkt nalezacy do
fali o wspélrzednych (z, a(z)) przesunal sie o odleglosé ¢t w prawo. Wprowadzmy
zmienne

n=z+ct, E=z-—ct.
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Wobwcezas

9 _mo 00 _0 0
0z 0z0n 0206 0On O¢
9 omo 060 0 0

— == ——=c c
ot oton oroe ‘op Cae
zatem réwnanie falowe mozemy przepisaé do postaci

2 (62f+82f 82f)_ 222 OF L L0F

92 —
* o~ " anoe T ver

on? 02 onog

skad otrzymujemy, iz w nowych zmiennych (7, ) réwnanie falowe ma postaé

*f
onog

Oznaczmy ?Tg = h(n, &), woéwczas

oh

— =0,
on

czyli h = h(§). Analogicznie, oznaczajac g—f] = g(n,§), otrzymujemy g = g(n),

skad
f(ert) = / h(E) de + / g() i = a(€) + B(n) = oz — et) + Bz + ct)

1.12.2 Metoda separacji zmiennych

Podobnie jak inne réwnania rézniczkowe czastkowe, rowniez réwnanie falowe mozna
prébowaé rozwiazaé metodq separacji zmiennych. Istotnie sprawdzmy, czy istnieja
rozwiazania réwnania falowego postaci

fz,t) = W (z)®(1).

Podstawiajac to wyrazenie do réwnania falowego otrzymujemy

e, d%0
‘I’(Z)@ =c @(t)—dzz :
czyli
1d%¢ 24?0

O d?2 T U de?
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Zauwazmy teraz, ze lewa strona jest réwna pewnej funkcji G(t), a prawa pewnej
funkeji F(z). Aby powyzsza réwnosé zachodzila dla dowolnych z, ¢ musimy mieé
1d?¢ 2 d*v 5
_—— = —— = — W N
O di2 U dz?

gdzie w jest pewng stala. Otrzymujemy zatem uklad réwnan rézniczkowych zwy-

czajnych
e
A2 w?
—+ =¥ =0
dz? + c2

Oznaczajac k := w/c otrzymujemy oczywiscie

®(t) = Asinwt + B coswt
U(z) = Csinkz + Dcoskz

Funkcja f(z,t) = ®(t)¥(z) spelnia zatem réwnanie falowe dla ®, ¥ danych powy-
zej. Nie jest to jednak rozwiazanie ogélne. gdyz w ogdlnosci nie spetnia warunkéw
brzegowych (tj. zadania wartosci funkcji dla okreslonych zj, 29, ...) ani warun-
kéw poczatkowych (tj. zadania ksztaltu f(z,0) = fo(2) i poczatkowych predkosci
%{ (2,0) = fo(2)). Okazuje sie jednak, iz dla konkretnych probleméw powyzsze
rozwigzanie pozwala skonstruowaé rozwigzanie ogdlne.

1.12.3 Fale tlumione

Zanim przejdziemy do rozwigzania zagadnienia fal w strunie o skoniczonej dlugo-
$ci, podamy réownanie falowe z liniowym czlonem tlumigcym. Istotnie zaktadajac,
iz sila oporu dzialajaca na strune (np znajdujaca sie w lepkim osrodku) jest wprost
proporcjonalna do % otrzymujemy

OPf  yOf _ 20%f

oz pot 022
gdzie 7 jest wspélczynnikiem oporu i bedziemy oznaczaé 28 := v/pu.
1.12.4 Rozwigzanie réwnania falowego dla struny o skonczonej diugo-

$ci zamocowanej z obu stron

Jak tatwo sprawdzi¢ metoda separacji zmiennych dla réwnania falowego z ttumie-
niem daje rozwiazanie (ktére bedziemy oznaczaé przez fy,(z,t))

fn(z,t) = (ap sinkpz + by, cos k:nz)e_ﬂt(An sin wy,t + By, coswpt) ,
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gdzie w, = \/k2c? — 2. Dla struny o dlugosci L zamocowanej z obu stron warun-
kiem brzegowym jest f(0,t) = f(L,t) = 0. Powyzsza funkcja spelnia ten warunek,
jedli tylko b, =01 k, = 5 (n € Z). Widzimy, zatem, ze funkcja

fu(t) = e Plgin (%) (A, sinw,t + B, coswpt)

spelnia réwnanie falowe i warunki brzegowe. Nie spelnia jednak w ogdlnosci wa-
runkéw poczatkowych. Zauwazmy jednak, ze ze wzgledu na liniowo$é réwnania
falowego réwniez funkcja

o
f(z,t) =e P Z sin (%) (A, sinwyt 4+ By, coswpt)
n=1

spelnia rownanie falowe, przy jednoczesnym spelnieniu warunkéw brzegowych
f(0,t) = f(L,t) = 0. Ta funkcja pozwala nam jednak spelnié¢ warunki poczatkowe
przy odpowiednim wyborze wspotczynnikéw A,,, B,,. Istotnie dla ¢t = 0

£(2,0) = folz) = iBn sin (?) :
n=1

Dowolna sensowna funkcje fo(z) okreslona w [0; L] mozna jednak przedstawi¢ w
tej postaci, na mocy twierdzenia Fouriera. Wspotczynniki B,, sa dane wzorem

B, = E/OL fo(z)sin (%) dz .

Analogicznie mamy

o0

. . (nTz
ol#) = 3 (e = B5,)sn (") -
skad
B 1] 2 L. . /nTz
A, = an—n + ol /0 fo(2)sin <T> dz
gdzie

Oczywiscie zaktadamy tutaj, iz 7= > .
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1.12.5 Przenoszenie energii

Fale mechaniczne przenosza energie bez transportu energii. Moc fali sinusoidalnej
mozna obliczy¢ korzystajac ze wzoru P = F), 8t, skad mamy

8w aw
Gw ot’

co dla fali sinusoidalnej ¢(z,t) = A cos(kx — wt + §) daje
P = —TkwA?sin?(kx — wt + 0) = —pcw? A% sin?(ka — wt + 6) .

Wartosé érednia z | P| wynosi
1 2
([P]) = Suew® A%,

a natezenie fali 1

1
1= §ch2A2.

1.12.6 Interferencja

Poniewaz rozwiazaniami réwnania falowego w postaci sinusoidalnej sa funkcje
Vg, Y——, Py, Y_4 ijest to réwnanie liniowe, wiec rowniez superpozycje tych
funkcji sa rozwiazaniami rownania falowego. Dodajac do siebie dowolne trzy z
wymienionych funkcji dostajemy jedna z tych funkcji, nie jest to wiec interesujacy
przypadek. Dodajac do siebie wszystkie funkcje otrzymujemy v = 0 co rowniez nie
jest interesujace. Interesujace natomiast sg sumy (przyjmujemy, ze dla wszystkich
funkeji A, J, w i k sa takie same):

Yyt + 4 =2Acos (kx + J) coswt
Yyt + 14 = 2Acos kx cos (wt + )
Y _ 4y =2Acoskxcos(wt —6)
Y+ =2Acos(kx — J) coswt

Zauwazmy, ze jesli § = 0 to wszystkie te sumy daja wyrazenie 2A cos kx coswt.
Fale opisane tymi réwnaniami to tzw. fale stojgce. Ich cecha jest to, ze sie nie
poruszaja, tzn. sa punkty z dla ktérych y(¢) = 0. Dla 6 = 0 te punkty wyznacza
réwnanie cos kx = 0, zatem sa to punkty o wspdlrzednej = réwnej A\/4, 3A/4, ...
. W strunie o dtugoéci L zamocowanej po obu stronach moga zatem powstacé fale

stojace o dlugosciach
2L
Ap = =0,1,2,....
n 7’L+1 n 9 -y Sy
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W strunie (precie) zamocowanej tylko z jednej strony moga powstaé fale stojace

o dtugosciach
4L

T o+l

n=0,1,2,...

n

1.12.7 Dudnienia

Fale stojace sa przykladem tzw. interferencji w przestrzeni, ale istnieje réwniez
interferencja w czasie. Rozpatrzmy zlozenie drgan x1(t) = Asinwit i zo(t) =
Asinwot

1 + 22 = 24 cos (“”;“%) sin <“’1;“’2t> = A(t)sin (wl-;wzt> .

Poniewaz I oc A2, wiec obliczmy A2(t)
A%(t) = 4A? cos? <w1;th) = 2A% + 2A% cos{ (w1 — wa)t}.

Czesto$¢ wmod = w1 — wo nazywamy czestoscig modulacji glosnosci (modulacji
dudnien).

1.12.8 Efekt Dopplera

Zjawisko Dopplera polega na pozornej zmianie czestotliwosci odbieranej fali na
skutek wzajemnego ruchu obserwatora lub/i Zrédta. Czestotliwo$é f’ odbierana
przez obserwatora jest dana wzorem

f=f <cef+vocos¢90>

Cof — V5 COSH,

gdzie cef jest efektywna predkoscia dzwigku (predkoscia dzwicku modyfikowana
sktadowa predkosci wiatru wzdluz odcinka aczacego obserwatora ze Zrédlem)

Cof = C+ Vyind * zo0,

v, jest szybko$cig obserwatora, v, jest predkoscig zrodla, 0, jest katem miedzy
wektorem predkosci obserwatora a odcinkiem taczacym obserwatora ze zrodlem,
0. jest katem miedzy wektorem predkosci zrédta a odcinkiem laczacym obserwa-
tora ze zrédlem.
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1.13 Szczegdblna teoria wzglednosci

The views of space and time which I wish to lay before you have sprung from
the soil of experimental physics, and therein lies their strength. They are radical.
Henceforth space by itself, and time by itself, are doomed to fade away into mere
shadows, and only a kind of union of the two will preserve an independent reality.

Hermann Minkowski

1.13.1 Postulaty

Przed rozwazeniem gléwnych idei szczegdlnej teorii wzglednosci Einsteina—Poincarégo—
Lorentza przedyskutujmy podstawowe idee oraz poglady ontologiczne, ktore leza
u fundamentéw klasycznej mechaniki, a ktére zwykle przyjmujemy intuicyjnie.

o Cligglosé czasu i przestrzeni. Zaréwno w mechanice nierelatywistycznej, jak
i relatywistycznej zaktadamy, iz przestrzen oraz czas maja budowe ciggla.

o Wzglednosé przestrzeni. W mechanice nierelatywistycznej zauwazamy, iz po-
jecie potozenia danego obiektu A nie ma sensu, jezeli nie podamy obiektu
B wzgledem ktérego okreslamy owo potozenie.

o Absolutno$é czasu. W mechanice nierelatywistycznej przyjmujemy, iz czas
jest absolutnym i uniwersalnym parametrem, ktéry zmienia sie jednakowo
dla wszystkich obserwatoréw inercjalnych.

e Jednorodno$¢ czasu i przestrzeni. Zar6wno w mechanice nierelatywistycz-
nej, jak i relatywistycznej zakladamy zakladamy, iz czas i przestrzen sa
jednorodne, tzn. nie istniejg wyrdznione potozenia, ani chwile czasu.

Zasada wzglednodci. Juz Galileusz zapostulowal niemozliwo$é odréznienia dwédch
inercjalnych uktadow odniesienia za pomoca jakichkolwiek doswiadczen mecha-
nicznych. Oznacza to, ze zakladamy, iz prawa mechaniki sg takie same we wszyst-
kich inercjalnych uktadach odniesienia w ich zwyczajnej formie. Einstein rozsze-
rzyl owy postulat proponujac, iz wszystkie prawa fizyki sa takie same we wszyst-
kich inercjalnych uktadach odniesienia.

7 zasady wzglednosci wynika, iz jesli cialo A porusza sie wzgledem ciata B
z predkoscig V to z perspektywy ciata A, cialo B porusza sie z predkoscia —V.
Istotnie gdyby tak nie bylo, wéwczas istnialby pewien wyrdzniony kierunek w
przestrzeni, za pomoca ktérego moglibySmy odréznié¢ dwa ukltady inercjalne. Ob-
serwacja ta jest shuszna zaréwno w mechanice nierelatywistycznej, jak i w STW.
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Mechanika nierelatywistyczna wraz z wymienionymi wczesniej zalozenia za-
ktada réwniez, iz oddziatywania rozchodzg sie w sposéb natychmiastowy. Istotnie
chociazby sila z jaka przyciagaja sie dwa masywne ciala zalezy jedynie od aktu-
alnego potozenia tych cial. Z do$wiadczenia wynika jednak, iz istnieje graniczna
predkosé rozchodzenia sie oddzialywan réwna predkosci swiatla w prézni

¢ = 299792 458 % .

Predko$é¢ ta jest jednakowa we wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia. Z
tego wzgledu w STW postulujemy absolutno$é¢ predkosci $wiatta w prézni. Szcze-
gélna teoria wzglednosci opiera sie zatem na dwoch postulatach:

o Zasada wzglednosci. Wszystkie prawa fizyki sg nieimiennicze we wszystkich
inercjalnych uktadach odniesienia.

o Absolutnosé predkosci swiatla. Graniczna predkosé rozchodzenia sie oddzia-
lywan jest jednakowa we wszystkich inercjalnych ukladach odniesienia i
rowna predkosci $wiatlta w prézni c.

1.13.2 Uklad odniesienia

Uktadem odniesienia nazywamy punkt O wybrany w taki sposéb, iz jest on nieru-
chomy wzgledem pewnego ciata A wraz z ukladem wspdlrzednych kartezjanskich
(1,22, x3) 0 poczatku O i sposobem mierzenia czasu t.

Zastanéwmy sie, w jaki sposob w danym uktadzie odniesienia mierzymy owe
parametry. Istotnie potrzeba nam do tego nieskonczenie wielu pomocnikéw wy-
posazonych w zsynchronizowane zegary. W kazdym punkcie (xp, yp, 2p) umiesz-
czamy pomocnika wyposazonego w zegar, ktéry wczesniej zostal zsynchronizo-
wany ze wszystkimi innymi zegarami (np. poprzez przeslanie sygnalu $wietlnego).
Jesli pewne zdarzenie zajdzie w (x,y, z) to pomocnik umieszczony w tym punkcie
zarejestruje je natychmiast w pewnej chwili ¢t. Porozumiewajac sie nastepnie ze
wszystkimi pomocnikami mozemy ustalié, iz w punkcie (z,y, z) w chwili ¢ zaszlo
dane zdarzenie. Taki sposéb pomiaru niweluje problemy zwiazane ze skonczona
predkoécig $wiatta, a tym samym opodznieniem miedzy rzeczywista chwila wysta-
pienia danego zdarzenia, a chwila, w ktérej obserwator umieszczony z dala od
tego zdarzenia je zarejestruje.

Synchronizacje zegaréw mozna réwniez przeprowadzi¢ w inny sposéb. Gléwny
obserwator O wzywa swoich pomocnikéw do siebie, gdzie wszyscy synchronizuja
swoje zegary, a nastepnie kazdy z pomocnikéw udaje sie na przydzielong mu
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pozycje, poruszajac sie bardzo wolno (w granicy nieskoniczenie wolno). Istotnie
wéwcezas roznica miedzy wskazaniami zegara gléwnego obserwatora, a pomocnika
oddalonego od niego o r wynosi

Atzlim%(l—\/l—@):o,

B—0 Dc

czyli zegary sa zsynchronizowane.

1.13.3 Czasoprzestrzen

Czasoprzestrzen definiujemy jako zbiér wszystkich mozliwych punktéw (zy, zo, x3, ct)
mierzonych w danym inercjalnym uktadzie odniesienia S, przy czym bedziemy
czasami oznaczaé x4 := ct. Dowolny punkt w czasoprzestrzeni nazywamy zdarze-
niem. Zdarzenie to dowolny ,efekt” wystepujacy w rzeczywistosci fizycznej, kté-
remu jednoznacznie mozna przypisa¢ potozenie x i chwile wystapienia ct. Wielkosé

x = (21,22,23,24) = (X, 24)
nazywamy czterowektorem polozenia zdarzenia w czasoprzestrzeni. Krzywa x(t) =
(x(t), ct) zakreslana przez punkt w czasoprzestrzeni nazywamy linig Swiata.
1.13.4 Transformacja Galileusza
Interesujacym nas zagadnieniem jest znalezienie transformacji A takiej, ze
= Ax,

gdzie 2’ jest czterowektorem polozenia danego zdarzenia mierzonym wzgledem in-
ercjalnego ukladu odniesienia poruszajacego sie wzgledem S z predkoscia [V 0, 0].
W mechanice nierelatywistycznej transformacja ta (dla standardowego pchniecia
galileuszowskiego) jest transformacja Galileusza

-V
Ay =

o o o
O O = O
O = O O

0
0
1

Jak tatwo sie jednak przekonaé nie spelnia ona postulatu o absolutnosci predko-
Sci $wiatta. Okazuje sie, ze prawidtowa transformacja jest transformacja Lorentza,
jednak jak sie przekonamy dla V' < ¢ przechodzi ona w transformacje Galileusza,
zatem dla typowych predkoéci na Ziemi transformacja Galileusza jest wystarcza-
jacym i niezwykle dogodnym przyblizeniem.
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1.13.5 Transformacja Lorentza

Jako punkt wyjscia do STW przyjmiemy wzory transformacyjne transformacji Lo-
rentza. Nie bedziemy tutaj przedstawia¢ réznorakich mozliwych heurystycznych
lub innych wyprowadzen owych wzoréw. Przedstawimy je po prostu jako punkt
wyjscia do dalszych rozwazan. Niech (x1,x9, x3, ct) oznaczaja wspdlrzedne pew-
nego zdarzenia w pewnym inercjalnym ukladzie odniesienia S, a (2, z}, 2%, ct’)
wspolrzedne tego zdarzenia w uktadzie S’. Zakladamy tutaj oczywiscie, zgodnie
z zasada wzglednosci, ze jesli dane zdarzenie zaszto w S to musiato réwniez zajsé

w S’

Rozwazmy tzw. standardowe pchniecie lorentzowskie, tj. zaktadamy, iz osie
przestrzenne uktadéw S i S’ sg réwnolegle i tak samo skierowane, w chwili ¢ = 0
zachodzi ¢ = 0 i x = X' = 0 oraz uklad S” porusza sie wzgledem S wzdluz osi 1
ze stala predkoscia [V, 0, 0], wéwczas zalezno$é miedzy wspdlrzednymi czasoprze-
strzennymi dowolnego zdarzenia w S i S’ ma postaé

| V) 00 —BV)I(V) ][
xé . 0 1 0 0 xI9
zh | 0 0 1 0 zg |’
) —BVI(V) 00 V) 4
gdzie zachodza zwigzki
B(V) 3:%, (V) :\/%-

Wynik ten mozemy zapisa¢ w bardziej zwarty sposéb jesli wprowadzimy tzw.
macierz standardowego pchniecia A

(V) 0 0 —B(V)v(V)
A 0 10 0
‘ 0 0 1 0 ’
—BV)¥(V) 0 0 (V)

wowcezas ¥’ = Ax. Latwo sprawdzié, iz dla V < ¢ mamy S ~ 01 v = 1 zatem
A = Ag. Okazuje sie, ze dowolna transformacje Lorentza mozemy przedstawic¢
jako zlozenie przestrzennego obrotu osi (z1,z9,z3) i standardowego pchniecia w
pewnym kierunku e.

1.13.6 Czterowektory i czteroskalary

Wprowadzili$my juz czterowektor polozenia x = (1, 2, 3, 4). W ogdlnosci czte-
rowektorem ¢ nazywamy zesp6l czterech wielkosci (q1, g2, g3, q4), ktére przy prze-
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chodzeniu do poruszajacych sie, inercjalnych ukladéw odniesienia transformuja
si¢ tak jak czterowektor polozenia, tj.

qd =Aq.
Definiujemy iloczyn dwéch czterowektordéw p i g jako wielkosé

P q:=p1q1 + P2q2 + P3q3 — P4q4 -

Wielko$¢, ktéra jest niezmiennicza wzgledem transformacji Lorentza nazywamy
skalarem lorentzowskim (lub czteroskalarem). Tloczyn dowolnych dwéch cztero-
wektorow jest skalarem lorentzowskim. Istotnie dowolng transformacje Lorentza
mozna przedstawié¢ jako przestrzenny obrét i standardowe pchniecie w pewnym
kierunku. Przestrzenny obrét oczywiscie nie zmienia wartosci iloczynu dwoéch czte-
rowektoréw, gdyz (jak tatwo sprzwdzi¢) obrét w przestrzeni 3D nie zmienia ilo-
czynu skalarnego dwoch wektoréw p i q. Pozostaje zatem pokazaé, iz standardowe
pchniecie nie zmienia wartosci iloczynu dwoch czterowektoréw. Istotnie mamy

P d =7 (a1 — Baa)(p1 — Bpa) + @p2 + @3p3 — Y (qa — Bar)(pa — Bp1)
=Dp1q1 +P2g2 +P3G3 —Ppaqa =p - q.

Czesto, aby udowodnié, iz dana wielkosé¢ k jest czterowektorem korzystamy z re-
guly ilorazoweyj:

o Niech k oznacza zespol pewnych czterech wielkosci (k1, ko, k3, ky), a x =
(1,22, x3,x4) czterowektor polozenia. Jesli ¢ := k - = jest czteroskalarem,
to k jest czterowektorem.

e Niech p, ¢ beda pewnymi czterowektorami. Jesli w kazdym inercjalnym ukta-
dzie odniesiena p = A\¢g dla pewnej statej A\, to we wszystkich inercjalnych
uktadach odniesienia A = X' czyli A jest skalarem lorentzowskim.

Zauwazmy, ze dla dowolnego czterowektora g zachodzi

a—qa _a(l-—)+v0a _ By _ 14
Gu+q, ul+y)—78a  14+7 c+/2 V2

1.13.7 Transformacja Lorentza jako obrét

Zauwazmy, iz transformacja Lorentza A jest pewnego rodzaju obrotem w cza-
soprzestrzeni (x1,x2,x3,x4). Istotnie poniewaz zawsze y(V) > 1, wiec mozemy
wprowadzié¢ kat ¢ (V') zdefiniowany jako

coshy) = ~(V),
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skad od razu mamy

sinh ) = y/cosh? Y — 1 = /72(V) =1 = BV)3(V)

sinhe)
coshv) V).

Parametr ten nazywamy pospiesznoscig (z ang. — rapidity). Macierz standardo-
wego pchniecia mozemy zapisaé¢ wiec jako

oraz

tanh ) =

coshy 0 0 —sinhv
0 10 0
A= 0 0 1 0
—sinhy 0 0 coshy

Dla poréwnania wypiszmy macierz przestrzennego obrotu R osi (z, z) wokél y o
kat ¢

cosy 0 siny
R = 0 1 0
—siny 0 cosvy

Widzimy, iz pomiedzy tymi wzorami wystepuje silna analogia.

1.13.8 Interwal czasoprzestrzenny

Podobnie jak zwykte obroty osi (z,y,2) w trojwymiarowej przestrzeni nie zmie-
niaja infinitezymalnej dtugosci da®+dy?+dz?, réwniez w czasoprzestrzeni (1,22, x3,24)
interwal czasoprzestrzenny ds

ds? = da? 4 da? + da? — da?
jest czteroskalarem. Istotnie korzystajac z transformacji Lorentza mamy
ds’”? = dx/% + dmlg + dx'g — dm’i
= v*(dzy — Bdwy)? + dol + daj — 2 (dey — Bday)?
= dz? + dz? + da? — da? = ds?

1.13.9 Dylatacja czasu i skrocenie Lorentza

o Dylatacja czasu. Rozwazmy zdarzenie Z w danym punkcie x = (z1, 2, x3),
rozpoczynajace si¢ w chwili ¢, i koniczace w chwili ¢, w uktadzie odniesienia
S. Czas trwania tego zdarzenia w S wynosi zatem

At =t —t,.



1 MECHANIKA KLASYCZNA 77

Rozpatrzmy teraz to samo zdarzenie z perspektywy ukladu S’ powigzanego
z S standardowym pchnigciem lorentzowskim. Zgodnie z transformacja Lo-
rentza, z punktu widzenia S’, Z rozpoczelo sie w chwili

Vl'l

A

tp =" <’fp‘ cz)
V.’L‘l

t?f:7<’fk‘02)-

Wzgledem S’ zdarzenie Z trwalo wigce

i zakonczyto w chwili

A
At =ty —t, = YAty = ——
Vi-%
C
7 tego powodu poruszajace sie zegary beda sie spdzniac.

o Skrocenie Lorentza. Rozpatrzmy pret umieszczony na osi 1 i poruszajacy
sie wzgledem uktadu S z predkoscig V. Zatézmy, iz w chwili ¢ wspotrzedne
konicow preta to (x41,0,0) i (zF,0,0). Dlugoéé preta mierzona w uktadzie S
wynosi wiec

L:=zP - xf .

Rozwazmy teraz uklad S’ powigzany z S standardowym pchnieciem z pred-
koscig V. Oczywiscie w tym uktadzie odniesienia pret jest nieruchomy, za-
tem w chwili ¢ wspolrzedne jego koncéw sa dane przez

A’ A B’ B
xi =v(zy = Vi), af =~ —=Vi).
Dtugosé spoczywajacego preta wynosi zatem
Lolel —:z:f‘/ =~L,

skad otrzymujemy, iz dtugo$¢ poruszajacego sie preta wynosi

L 2
L:J:Lm/l—v—g<Lo.
Y C

Jak tatwo pokazac jesli pret o dtugoéci spoczynkowej Lg porusza si¢ z pred-
koscig V' wzdluz osi z1 i jest nachylony pod katem 6y do osi 1 w ukladzie
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odniesienia, w ktérym jest stacjonarny to w uktadzie odniesienia, w ktérym
sie porusza

L L\/'29+1 20y = Loy |1+ 1-7
= Sin — COS = — 5
0 0 2 0 0 v2 +tan20’

przy czym
tanf = vy tanty.

e Wzglednosé rownoczesnosci. Rozwazmy dwa zdarzenia A, B, ktére w ukla-
dzie S zachodza odpowiednio w punktach (d,0,0) i (—d,0,0) réwnoczesnie
w chwili t = d/c. Wyznaczmy miejsca tych zdarzen i chwile ich wystapienia
w uktadzie S’ powigzanym z S standardowym pchnigciem lorentzowskim z
predkoscig —V. Zgodnie z transformacjg Lorentza mamy

oy = (V) (d+ Vcd) , ta=(=V) <Ccl + Zj)
do=o) (- ) t=atn (T- )

Widzimy, iz pomimo faktu rownoczesnoéci zdarzen A i B w ukladzie S, w
uktadzie S’ zdarzenia te nie sq réwnoczesne. Jedno poprzedza drugie o

2vVd
;g ;
At =ty —thy = ==

1.13.10 Pozorne obrazy szybko poruszajacych sie obiektow

Rozwazmy pret o dtugosci spoczynkowej Lo poruszajacy si¢ wzdtuz osi x1 z pred-
koscia V. Niech O(€,n) oznacza punkt, w ktérym znajduje sie obserwator. Oczy-
wiscie zgodnie ze wzorem na skrécenie Lorentza doktadne pomiary (wykonane
np. przez nieskoniczenie wielu pomocnikéw O) pokaza, iz w ukltadzie obser-
watora O dlugo$é preta wynosi Lo/~(V). Obserwator zobaczy jednak co
innego. Istotnie to, co zobaczy to swiatlo docierajace do O. Niech x 4(t) oznacza
polozenie z; konca A preta, a xp(t) polozenie konica B. Oczywiscie zachodzi

Lo

g =0
XBZXA= o)

Obserwator zobaczy pret o dtugosci Lo/v + AL, gdzie AL jest dane przez

2
FTE T = (V)AL + \/772+ (e toan)
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Dla n =~ 0 i preta zblizajacego sie do obserwatora (§ > xp + AL) otrzymujemy

Ly 1
AL = ,
(V) B~HV) -1
skad
Lo + B
Lapp:7+AL:LO 7>L0

7Z kolei dla preta oddalajacego sie od obserwatora mamy

0:5*1AL+@+AL,
Y
skad
1—
Lrec:LO 76
1+

1.13.11 Relatywistyczny wzor na dodawanie predkosci

Rozwazmy czastke poruszajaca sie w uktadzie S z predkoscia

[ ] d:El dxg da73
v =[v,v9,v3] = | —, —, —| .
1,02,U3 dt ) dr ’ dr

Chcemy znalezé wyrazenie na predkos$é czastki v/ w ukladzie S’ powiazanym z S
standardowym pchnieciem lorentzowskim z predkoscig V. Oczywiscie w ukladzie
S’ mamy

d¢’’ d¢'’ d¥

gdzie zgodnie z transformacja Lorentza mamy

, [dx’l da dxg]

dz| = vy(dxy — V dt)

dzfy = dao

dzfy = dxs )
d

at’ = ~ <dt— 4 fl)
c
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zatem

;v —=V

Ul_l_M

c2

1}’—1 V2
=
Y-ty

1)’—1 U3
=

Y-ty

Zauwazmy przy tym, iz w granicy ¢ — oo otrzymujemy klasyczny wzér na skta-
danie predkosci

vi=v -V
vh = vg
vh = v3

W1léczenie Fresnela

Jako niezwykle piekne zastosowanie uzyskanych wzoréw na relatywistyczne
dodawanie predkosci rozwazmy dwa uklady odniesienia S i S/, przy czym uklad
S’ jest powigzany z S standardowym pchnieciem z predkoscig +V. Zalézmy, ze
wzgledem S’ pewien sygnal propaguje z predkoscia [¢/n, 0, 0], gdzie n > 1. Wéw-
czas, zgodnie z relatywistycznym wzorem na dodawanie predkosci, wzgledem S
sygnal ten propaguje wzdluz osi x; z szybkoscia

_%:I:V c
- %
1ic—n n

gdzie f nazwiemy historycznie wspdiczynnikiem wildczenia Fresnela i oczywiscie

gdzie § =V /c. Dla V < ¢ mamy oczywiscie

1
~1-——.
f 3
Jesdli zidentyfikujemy teraz propagujacy sygnal jako $wiatlo biegnace w wodzie
(o wspétezynniku zalamania $wiatta n), ktéra wzgledem uktadu laboratoryjnego
(S) porusza sie z predkoscia £V to otrzymujemy niezwykle proste wyjasnienie
do$wiadczenia Fizeau.
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Trzy uklady odniesienia i pospiesznosé

Rozwazmy trzy inercjalne uklady odniesienia S, S’, S”. Uktad S’ jest powia-
zany z S standardowym pchnieciem lorentzowskim z predkoscia V. Natomiast
uktad S” jest powigzany z S’ standardowym pchnieciem z predkoscia Va. Checemy
znalezé predko$é V' standardowego pchniecia, z jakim powigzany jest uklad S” z
S. Z relatywistycznego wzoru na dodawanie predko$ci mamy oczywiscie

V-1
Vv2 = 1_ VL0
c2
skad otrzymujemy
v — i+Va
B ivp -
1+ -5

Zauwazmy, iz jesli wprowadzimy pospiesznosci ¢, Y1, Y2 to mamy

Vv V; V
tanhy = — | tanhz/q:—l, tanhz/zgz—z,
c c c
skad
tanh ¢ + tanh )y
tanh ) = = tanh
anhv) 1 + tanh v tanh o anh(tr +v2),
zatem

Y =11+ o

1.13.12 Relatywistyczny efekt Dopplera

Rozpatrzmy zrédlo Z poruszajace sie¢ wzdtuz osi x1 z predkoscia V, ktére emi-
tuje w kierunku obserwatora O fale Swietlna cos(k - x — wt). Wektor falowy k
jest skierowany zgodnie z odcinkiem ZO i tworzy kat 6 z osia x1. Wprowadzmy
czterowektor falowy
k= (k, 3) .
c

Taka wielkos¢ jest czterowektorem, gdyz faza fali ¢ = k - x z cala pewnodcia jest
czteroskalarem. W uktadzie odniesienia obserwatora S mamy zatem

k=2, k=2, k= k|cos.
C C

W uktadzie S’ powigzanym z S standardowym pchnieciem z predkosciag V' mamy

natomiast w
K, = ?0 = (ks — Bky) = yw(1 — Bcosb),
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skad
wo

w=——————.
v(1 — Bcosh)
Wzér ten opisuje relatywistyczny efekt Dopplera dla $wiatta, ktory objawia sie

zmiang czestotliwosé (koloru) docierajacego do obserwatora swiatla, gdy Zrédlo
sie porusza. W szczegélnym przypadku dla cosf = +1 (tj. 6 = 0 lub 6 = =)

otrzymujemy
V1 -2

SR
gdzie minus odpowiada sytuacji, gdy zrédlo zbliza sie do obserwatora, a plus —
gdy sie od niego oddala. Zauwazmy, iz relatywistyczny efekt Dopplera wystepuje
nawet dla § = § w przeciwienstwie do klasycznego odpowiednika tego efektu. Dla
tej wartosci kata i V = 0.2 ¢ otrzymujemy

v

Aw ::wg—w:wg7 ~ 0.02 wy

1.13.13 Czas wlasny czastki materialnej

Rozwazmy czastke poruszajaca sie wzgledem uktadu S z predkoécia

dry dzp drg
dt 7 dt 7 de |

Zdefiniujmy wielkosé dr

2 742 2 2 2
c*dt dx dx dx
Adr? = —a?{— (=) - (=2) - (=2 =—ds*,
Y2(|v]) dt dt dt
poniewaz interwal czasoprzestrzenny ds jest czteroskalarem, wiec tak zdefinio-

wana wielko$¢ réwniez jest czteroskalarem. Wielko$¢ tg nazywamy czasem wla-
snym czqstki materialnej.

Czteropredkosé.

Czas wlasny postuzy nam do zdefiniowana czterowektora predkosci (czteropred-
kosct). Istotnie poniewaz dz jest czterowektorem i dr jest czteroskalarem, wiec
(oznaczajac |v| = v)

U= 3% = (y(v)v,v(v)c)
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jest czterowektorem. Korzystajac zatem z faktu, iz dowolny czterowektor trans-
formuje si¢ zgodnie z transformacja Lorentza mozemy alternatywnie wyprowadzié¢
relatywistyczny wzér na dodawanie predkoéci. Istotnie mamy

uy = y(ug — Pua),

gdzie v bez argumentu () oznacza ﬁ, skad

oz
(') = yv(v) <1 - 121;1) :

7 powyzszego zatem

uh = (V)] = y(ur — Bug) = yy(v)(v1 = V)

/ / /
uy = y(v')vy = ug = y(v)v2 ,
wy =y (v')vy = uz = y(v)vs

skad otrzymujemy

, =V
U1 1 Vo
c2
1},*1 V2
5 ==
yi-Yg o
1}/_1 V3
5=
Y-

w zgodzie z wczesniej wyprowadzonymi wzorami.
Ponizej podamy kilka uzytecznych zwiazkéw. Z definicji czteropredko$ci mamy

od razu
1

21,212
1_U1+U2+v3
2

uU-U= (v%+v§+v§—02):—c2.

Poniewaz wiemy, ze iloczyn dowolnych dwoch czterowektoréw jest czteroskalarem,
wiec w dowolnym inercjalnym uktadzie odniesienia u-u = —c?. Rozpatrzmy teraz
iloczyn dwéch réznych czterowektorow ug = v1(v,¢) i ug = v2(w, ¢)

9 -v-w

V(2 —v-w)?2—c2(v —w)2

—62 —62

— _ _ 2
= ) 5 = U?Vg = —VYwzgC -
V—W — i
1 - 07 (1_‘,.5\,) ]- 02

(&

up-ug =y (vow—c?) = —c
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1.13.14 Obrét Thomasa—Wignera

Rozwazmy trzy czastki A, B, C. Czastka B porusza siec wzgledem czastki A wzdluz
prostej AB z predkoscig v. Natomiast czastka C porusza sie wzgledem czastki B
wzdtuz prostej prostopadlej do AB z predkoscig v’. Chcemy wyznaczy¢ predkos$é u
czastki C wzgledem A. Z relatywistycznego wzoru na dodawanie predkosci mamy

! UH . 0
eI
C
1 uy ’
!/ /
u, = — =
R
skad otrzymujemy
/
v
’LL” =, Uy = ; ’

L L Czastka C' porusza sie zatem wzgledem czastki A z szybkoécia

gdZie Y= \/1_71)7/
1}21)’2
u = \/’U2 + 'U/2 — 5

C

wzdhuz prostej AC nachylonej pod katem

,U/
0 = arctan —
v

do prostej AB. Wyznaczmy teraz predkosé¢ w czastki A wzgledem C. Wzgledem C
czastka B porusza sie z predkoscia —v’ wzdtuz prostej prostopadtej do AB, nato-
miast A porusza sie wzgledem B z predkoscig —v wzdtuz AB. Z relatywistycznego
wzoru na dodawanie predkos$ci mamy zatem

1wy

W= ey Y
v+,
;L w + ,U/ B b
WL= e 0
c2
skad otrzymujemy
v
wH:_?a wJ_:_Ula
gdzie v = \/ﬁ Czastka A porusza si¢ zatem wzgledem czastki C' z szybko-
Scia

20,12
v2v

w—\/v2+v’2— 5 = U,
c
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wzdluz prostej C' A nachylonej pod katem

/.1
7y
§' = arctan

do prostej prostopadtej do BC. Widzimy wiec, ze w ogdlnosci 6 # ¢, ale predkosé
czastki C' wzgledem A mierzona wzdtuz prostej AC jest réwna predkosci czastki
A wzgledem C' mierzonej wzdhuz prostej CA. Obrét o kat ¢ zdefiniowany jako

/., /
v
¢:=0 — 0 = arctan YV _ arctan = ,
v

nazywamy obrotem Wignera. Mozemy podaé bardziej eleganckie wyrazenie na kat

¢. Istotnie
,YIB/ . 57/
tang = 2 1B _ BB (v —1)
1+28 B+

ale B2 =1— %2, zatem

ey Lok vty
Dla v' = 0v' < 1 mamy
tanezizﬁ, tan@’:(sivlzé—v/zﬁl,
i v 1—52’2'2 v
skad Ly
—16v
5¢NTT

Jesli dodatkowo chcemy wyrazié d¢ tylko przez wielkosci mierzone w uktadzie A
to musimy podstawi¢ dv’ = v dv i otrzymujemy

] ov v v

v oy+1 2

Zauwazmy réwniez, ze w granicy 6v’ < 1 kat 0¢ jest réwny réznicy katéw pod
jakimi prosta AC' jest nachylona do prostej AB odpowiednio wzgledem uktadu A
iB.

Obrét wektora
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Rozwazmy teraz cztery czastki A, B, C, D, przy czym czastka D réwniez
porusza si¢ wzgledem B prostopadle do AB z predkoscig v’ i wektor C'D jest
réwnolegly do prostej AB (wzgledem B). Niech

z=0 r=1L
y=20 y=20
z2=0 z2=0
t=t t=t

beda odpowiednio wspoélrzednymi czasoprzestrzennymi zdarzen polegajacych na
przecieciu prostej y = 0 przez czastki C', D mierzonych w uktadzie B (przyjmu-
jemy tutaj o x pokrywajaca sie z prosta AB i 0$ y prostopadla do niej). Poniewaz
zaktadamy, ze wektor C'D jest réwnolegly do AB, wiec czastki oczywiscie przetna
owa prosta w tej samej chwili. Zgodnie z transformacja Lorentza w ukladzie A
zdarzenia te zaszly natomiast w

x' =yt ' =~y(L + vt)

y =0 y=0

2 =0 ’ Z=0

t' =t t' =~y(t+vL/c?)

Sktadowe wektora C'D w ukladzie A wynosza zatem

2 / /
L L
L= Az’ —vAt' = 4L (1—U2> =—, LL:U—At’: vv2 ,
c v y c
gdzie skorzystaliSmy z tego, iz predkosci czastek C, D wzgledem A wynosza
[v,v"/7]. Z powyzszego widzimy zatem, ze wzgledem A wektor C'D jest nachylony
do prostej AB pod katem ¢ réwnym
L, 1 o

tang = 7 = ———"7 =58/,

LH 2 02
2

B2
L’:,/Li+Lﬁ:L,/1—W.

7 powyzszego widzimy, ze wektor C'D réwnolegty do AB wzgledem uktadu od-
niesienia B, nie jest rownolegly do AB w ukladzie odniesienia A. Jednakze kat,

a jego dlugosé wynosi
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o jaki jest obrdocony, nie jest réwny katowi Wignera. Jak latwo sprawdzié, jesli w
uktadzie B wektor C'D tworzy kat « z prosta AB, to w uktadzie A tworzy on kat

tan ¢ = ytana + v35’

z prosta AB.

1.13.15 Dynamika relatywistyczna

Poprzednie rozwazania dotyczyly gtéwnie kinematyki relatywistycznej. Teraz przej-
dziemy do opisu zagadnien dynamicznych.

Pojecie masy w STW

Mase m czastki materialnej definiujemy jako czteroskalar, ktéry w ukladzie
spoczynkowym danej czastki jest rowny jej klasycznej masie (ktéra bedziemy
takze nazywaé masq spoczynkowq).

Ped relatywistyczny

Zdefiniowaliémy juz pojecie masy w STW jako pewnego czteroskalara oraz
czteropredkosci u, naturalnym bedzie wiec zdefiniowanie czteropedu czastki ma-
terialnej, jako iloczynu tych wielkosci (oczywiscie odpowiednia regula ilorazowa
gwarantuje nam, ze iloczyn czteroskalara i czterowektora jest czterowektorem)

p=mu = (y(v)mv,y(v)me) .

Zauwazmy tutaj, ze skladowa przestrzenna czteropedu (bedziemy ja réwniez na-
zywaé trojpedem p = vy(v)mv) jest réwna klasycznemu pedowi mv jedynie w gra-
nicy 7 — 1. Czteroped jest niezwykle uzytecznym pojeciem, gdyz okazuje sie, ze
w ukladzie izolowanym spelniona jest zasada zachowania czteropedu, przy czym
catkowity czteroped P jest po prostu suma czteropedow poszczegdlnych czastek
materialnych.

Zasada zachowania czteropedu (czterowektora energii—pedu)
Jezeli uktad czastek materialnych jest izolowany, wowczas catkowity czteroped P
ukladu jest staly (wzgledem danego ukladu odniesienia).

Definicja energii relatywistycznej
Energie relatywistyczna E czastki materialnej o czteropedzie p = (p, p4) definiu-
jemy jako skladowg czasowa czteropedu p pomnozona przez predkosé swiatta w
prézni

E :=cpy = y(v)me




1 MECHANIKA KLASYCZNA 88

Przy takiej definicji energii relatywistycznej mozemy zapisac

p = (p,1(0)me) = (wv)mv, E) .

7 tego powodu czteroped nazywamy rowniez czterowektorem energii—pedu. Po-
kazemy teraz, ze tak zdefiniowana E odpowiada klasycznej energii kinetycznej
czastki o predkosci v. Istotnie korzystajac z rozwiniecia Taylora dla matych v/c
mamy
2 1
F=—r—a~md+-mv?.

v?2 2
V &2

Czlon staty mc? nazywamy energiq spoczynkowq czastki materialnej. Istotnie jedli
v = 0 to zgodnie z definicjg Ey = mc?. W mechanice klasycznej stala ta nie ma
znaczenia, jednak w STW energia jest w pewien sposoéb okreslona absolutnie,
gdyz tylko dla takiej postaci E czterowektor energii—pedu jest czterowektorem,
czyli prawo zachowania czteropedu jest niezmiennicze wzgledem transformacji
Lorentza. Czesto przydatne sa nastepujace uzyteczne zwiazki

E2
p-p=—(me)’=p-p-—5
_ v _pc
ﬁ'_c E
E = \/p%c? + m2ct.

Dla dowolnych dwéch czterowektoréw energii—pedu p, = (pa, Fo/c)ips = (Po, Eb/c)
zachodzi

2
DPa - Pb = MqaMplg - Up = —TMaMpYwzgC
gdzie
Vg =V
Vwzg = 1_ Va vy *
2

Zdefiniujmy rowniez relatywistyczng energie kinetyczng T jako wielkosé
T:=E—FEy=FE—mc® = (y(v) — 1)mc>.

Korzystajac z rozwiniecia Taylora mozemy zapisaé

1 3 5
T ~ 5m02ﬁ2 + §m02ﬁ4 + Emc2ﬁ6 cee
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1.13.16 Zderzenia

Zasada zachowania czterowektora energii-pedu pozwala rozwiazywaé zagadnie-
nia dotyczace zderzen relatywistycznych czastek materialnych. Najtatwiej takie
zadania rozwiazywaé¢ w ukladzie srodka czteropedu, ktéry definiujemy jako uktad
odniesienia, w ktérym catkowity trojped uktadu wynosi 0, tj.

P = (07 P4) .
Jedli w pewnym ukladzie odniesienia S catkowity czteroped uktadu wynosi
P=(P,Py),

to uklad $rodka czteropedu S’ jest powigzany z S standardowym pchnieciem z

predkoscig
P Pc
P55

Zderzenie centralne

Jako przyklad rozwiazmy zagadnienie sprezystego, centralnego zderzenia dwoch
czastek relatywistycznych o masach m i M, przy czym przed zderzeniem w ukta-
dzie laboratoryjnym S czastka M spoczywa, a czastka m porusza sie z predkoscia
B = [B,0,0], gdzie przyjmujemy o$ x pokrywajaca sie z prosta laczaca obie czastki.
W uktadzie S catkowity czteroped uktadu wynosi

p_ mc 7 mc AR
V1-62 \/1-p2
Uktad $rodka czteropedu S’ jest powigzany z S standardowym pchnieciem z pred-

koscia
mp3

mt M=

W tym uktadzie odniesienia P’ = 0, zatem przed zderzeniem czastki poruszaja

sie z tréjpedami

o McPB Y Y
oraz po zderzeniu p), = —p’j, = p”. Jednoczesnie z zachowania czasowej sktado-

wej catkowitego czteropedu uktadu mamy

VP2 4+ m22 + /P2 + M22 = \/p"? + m2c2 + \/p"? + M22.
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Poniewaz funkcja /= + a + v/ + b jest réznowartoéciowa, wiec wnioskujemy, ze
|p’| = |p”|- Poniewaz zakladamy, ze zderzenie jest centralne, wiec z powyzszego
wynika p’ = —p”. Ostatecznie zatem tréjpedy czastek po zderzeniu wynosza (w
ukladzie S’)

"o McB 1"

W ukladzie S’ czterowektor energii-pedu czastki M po zderzeniu wynosi zatem

; (Mcqs Me )
Py = )

Vi iV

zatem w ukladzie laboratoryjnym S tréjped czastki M po zderzeniu wynosi

_ 2MeRp
co odpowiada predkosci
28c¢
VM = ——
Mo
gdzie
mg3

T mtMJI_B

Dla m = M mamy

D
14+ 1-p52’
skad
vy = Bc
czyli czastka M ma po zderzeniu dokladnie predkos¢ uderzajacej w nia czastki
m. Jednocze$nie wéwczas z zachowania czteropedu w ukladzie S mamy

MV, meB

+ ;
\/1_%} V1-p?

mce3 m

v Mv
2: m2 + M2 o
VISP - -

czyli v, = 0.

Zderzenie niecentralne

Rozpatrzmy teraz z kolei sprezyste zderzenie niecentralne dwdéch czastek o
jednakowej masie m. Zatézmy, iz przed zderzeniem w ukladzie odniesienia S jedna
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z czastek spoczywa, a druga porusza si¢ z predkoscia v = [v,0,0]. Natomiast
po zderzeniu czastki poruszaja sie po torach nachylonych do siebie pod katem
U. Znajac energie relatywistyczne czastek E, E’' po zderzeniu (w ukladzie S)
chcemy wyznaczy¢ kat V. Z zasady zachowania czterowektora energii—-pedu mamy
(ponizej klade ¢ = 1)

m
" _E+FE-m
V1—0?

mv mu mw

= +
VI—v2 V1—-u2 V1-—uw?

Podnoszac drugie réwnanie obustronnie do kwadratu i korzystajac z

/

E= —E+FE -m

m m m
V1—uZ’ CVI—w? V1I—2

otrzymujemy

(E+FE —m)?—m?=FE*+E? - 2m?+2\/(E2 —m2)(E? —m?) cos ¥,

skad

B (E—m)(E"—m)
cos¥U = \/(E+m)(E’+m)'

Zauwazmy, iz w granicy nierelatywistycznej (tj. ¢ — 00) otrzymujemy oczywiscie

U = 7, co jest zgodne z klasycznymi rozwazaniami.

1.13.17 Sila
Po zdefiniowaniu czteropedu (czterowektora energii—pedu) jako wielkosci
p = (y(v)mv,y(v)me) = (p, E/c)

naturalnym sposobem zdefiniowania czterowektora sily (czterosily) K bedzie

K= %f = v(v)% = <7(v)?;, ’Y(v)it?) = <’y(v)F, 7(6“)(15) ,

C

gdzie wielkosc F nazywamy trdjsilg. Aby wyznaczyé wzory transformacyjne dla
F mierzonej w danym punkcie x, przy standardowym pchnieciu z predkoscia
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Vzauwazmy, ze

F{:dp’1:7dp1—fyﬁdp4:F1_€%

@ ydt =Yg 1= fu/e
Fz, _ dp’2 _ dpo _ 1 F
F = dp's _ dpy 1 P

d¢ vdt—y% _’y(V)l—ﬁvl/c
Wazne jest zaznaczenie, iz w przypadku sily Lorentza mozemy zapisaé
F=¢E+vxB),

gdzie F jest zdefiniowana powyzej trdjsita. Oczywiscie poniewaz dp jest cztero-
wektorem i czas wlasny dr jest czteroskalarem, wiec tak zdefiniowana czterosita z
cala pewnoscia jest czterowektorem. Zauwazmy jednoczesdnie, ze z definicji energii
relatywistycznej mamy

E? =p?c + m?ct.
Rézniczkujac obustronnie otrzymujemy zatem

dE o dp 4 dm

E— = = 4 -
dr “p dr cm dr’
co mozemy zapisaé jako
dm dm
2 2
_ —K.p.
met v(v)me & K-p

Poniewaz w ogélnosci K - p # 0, wiec masa czastki moze zmienia¢ sie w czasie,
jesli na czastke dziala pewna czterosita. Podkredlmy, iz fakt, ze masa czastki moze
sie zmienia¢ nie ma nic wspdlnego z jej niezmienniczoscia wzgledem transformacji
Lorentza. W szczegblnosci jednak kiedy K - p = 0 (np. dla sit elektromagnetycz-
nych) wéwczas %—T = 0. Poniewaz K - p jest czteroskalarem, wiec ma te sama
wartos¢ we wszystkich inercjalnych ukladach odniesienia, w szczegdlnosci w ukta-
dzie spoczynkowym czastki p = (0, mc), zatem
dE

K-p=m T
gdzie % jest zmiang energii relatywistycznej czastki w jej spoczynkowym uktadzie
odniesienia. Dla sil, ktore nie zmieniaja masy czastki mamy tozsamosc¢

dE _pd dp _dp_ g
d& E dt dt ’
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czyli dla takich sil czterowektor sity ma postaé

K = (y)F,7(v)8 - F) .

W takim przypadku mozemy réwniez zapisaé

d v m dv  mv ) dov
F=m— = —

dt 1)2 U2E+ C2 ’U2 3/25
fE) TR

Zauwazmy, ze 7 POWYZSZego

2
Foyo W dv(l Ié; >:< muv dv

@a T U2)3/2dt’

zatem mozemy réwniez zapisac

c2

/ w2 dt | 2
T2

Dla sil niezmieniajacych masy czastki (np. dla sit elektromagnetycznych) zachodzi

dv dv
F=ym— +~° —.
ey T ﬁﬁmdt

Zauwazmy w szczegOlnodci, iz dla ruchu po okregu o promieniu R mamy po
prostu Fyog = ymv?/R. Zatem dla ruchu elektronu po okregu w polu magnetycz-
nym B z predkoscia relatywistyczng promien orbity wynosi

_ymw
 eB '

Jako przyktad rozwazmy ruch czastki materialnej o masie statej m w plasz-
czyznie xy pod wplywem stalej trojsity F = [F,0,0] (moze to by¢ np. sila dzia-
lajaca na ladunek w stalym, jednorodnym polu elektrycznym), jesli z(0) = 0,
y(0) =0, p(0) = [Pzo, Pyo, 0]. Poniewaz

dp

F:[F,O,O]:O_lt—[

dpy dpy dp.
dt > dt’ dt |’
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zatem
pm(t) =Ft+pgo, py(t) = Pyo » pz(t) =0.

Jednoczesnie mamy

mu,(t muy, (T
pz(t) — A7 py(t) — ﬁj
1— ”2(t) 1— ”2(t)
c2 c2

skad, podnoszac oba wyrazenia do kwadratu i dodajac

v2(t) P2+ p? (Ft+ pzo)® + Py

(&

Whprowadzajac wielkosc E3/c? := p, + py, + m*c* otrzymujemy

c(Ft+
(%" (t) = 2 ( piw)
V' + Fi(Ft+2p,,)
vy (t) PyoC

- 2
\/%+Ft(Ft+2pxo)
W szczegdlnym przypadku pz, = pyo = 0 otrzymujemy

Fet
Vm2e2 + F22’

v (t) =

2 mP+pi4py mP + (Ft+peo)’ 415,

zauwazmy, ze dla t — oo otrzymujemy v, (t) = c. Z kolei w granicy nierelatywi-
stycznej (¢ — 0o) mamy v, (t) = Ft/m. Ruch taki nazywamy ruchem hiperbolicz-

nym. Istotnie catkujac mamy

ct 242
)=/ = +ct
x(t) a2+c ,

gdzie a := F/m i przyjatem x(0) = ¢%/a. Réwnanie to opisuje oczywiscie hiper-

bole w uktadzie wspotrzednych (x,t).

1.13.18 Czterotensory

Czterotensor T' (drugiego rzedu) definiujemy jako zesp6t szesnastu liczb T;;, ktore

przy zmianach uktadu odniesienia transformujg sie zgodnie z

Ty, Ty, Ty T Ty Tz Tis

T T T, T ~ T T T
T — o1 T Tog Toq | _ i p | T2r To2 T

Ty Tig Tz3 Ty T31 T3 T33

Ty Ty Ty Ty Ty Tao Ty

=
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gdzie A jest macierza standardowego pchnigcia, a A jest macierza transponowana
do A, tj. dla elementéw macierzy \;; i Aj; zachodzi

Xij = Aji
Wilasnosci transponowania macierzy
o Jedli A jest macierza symetryczng (tj. \jj = \j;) wowczas
A=A.
o Jesli A jest macierza kwadratowa to

det A = det A

Tloczyn skalarny czterotensora T i czterowektora g definiujemy jako

Ty Tz Tis Tia Q1
T Tor Top Tog Tos 72
T3y T30 T33 T34 q3
Ty Tao Taz Ty q4

Tiqr + Tioqr + Ti3q1 — Thaqa
Torq1 + Tooqr + To3q1 — Thaqa
T31q1 + T32q1 + T33q1 — 13494
Tygr + Taoqr + Tazqr — Thaqs

Okazuje sie, ze przy takiej definicji p =T - q jest czterowektorem.

1.13.19 STW i Elektrodynamika

Okazuje sig, ze dla pola elektromagnetycznego mozemy zdefiniowac tensor pola
elektromagnetycznego % , ktéry transformuje sie zgodnie z reguta 7' = A.Z A

0 cBs —cBy —E;
f}\ _ 1 —CBg 0 CBl —E2
cC CB2 —CBl 0 —E3

Eq Es E3 0
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Zauwazmy, ze tensor pola elektromagnetycznego jest antysymetryczny (%;; =
—Fj;) oraz z POWyzszego

0 cBs —cBy —E; uy
1 —CB3 0 CBl —E2 s
Ty — = |
F U C CBQ _CBl 0 —E3 s
Ey Ey Es 0 u4
y(w) {[v x B]1 + E1}
Y(){[v x By + E3} B
y(v) {[v x B]3 + E3} v(v) (v x B+E, _
Wy . g

Zal6zmy, ze tadunek czastki ¢ jest czteroskalarem, czyli ¢.% -u jest czterowektorem

-E
qﬁ-u:’y(’u)q(va—i—E,v )
c

Zauwazmy, ze skladowa przestrzenna ¢.% - u jest réwna wyrazeniu na tréjsite Lo-
rentza pomnozonemu przez -y, natomiast cze$¢ przestrzenna jest réwna zmianie
energii relatywistycznej czastki pomnozonej przez v /c. Istotnie, poniewaz z do-
swiadczenia wynika, iz sita Lorentza nie zmienia masy czastki, wiec zachodzi dla
niej

d&

¢ _ V. F
a

gdzie przez & oznaczam energie relatywistyczng czastki. Jednoczesnie tréjsita wy-
nosi F = ¢(v x B 4+ E) zatem

4 _ w E.
a

Widzimy zatem, ze czterowektor ¢.% - u ma postaé czterowektora sily Lorentza

-E
K:qﬂ-u:y(v)q<va+E,v )
c

WyraziliSmy wiec jedno z praw elektrodynamiki w postaci relatywistycznie nie-
zmienniczej. Aby wyznaczy¢ skladowe sity K’ w ukladzie odniesienia S’ powia-
zanym z S standardowym pchnieciem z predkoscia V' musimy znaé transformacje
pol E' i B'. Korzystajac z tego, ze .% jest czterotensorem mamy

F' = NFA,
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gdzie skorzystaliSmy, z wlasnosci A = A dla macierzy symetrycznych. Z powyz-
szego mamy zatem

0 cBf —cB) —Ej

—eB, 0 B, -E

cB) —cB} 0 —Ej
E, E, E, 0

0 veBs — ByEy  —vyeBa — ByE3 —E
—y¢cBs + BvE3 0 cBy ByeBs — vE»
yeBy + yBE;3 —cBy 0 —ByeBy —vE;3
Ey —BvyeBs +vEy  yBcBy +vE3 0

skad otrzymujemy transformacje pél E i B. Oznaczajac (z,y,z) zamiast (1,2, 3)
mamy

Transformacje pél E = [E;, Ey,E.] i B = [B,, By, B;| przy standardowym
pchnieciu lorentzowskim z predkoécia V' majg postaé
E‘;‘ — E{E CB.;, == CBx
B, =~(Ey — BeB,) B, =~(cBy + BE;) ,
E, =~(E, + fcBy) ¢B, =~(cB, — BEy)

gdzie B =V/ciy2=1-p>%

Podkreslmy tutaj, ze transformacje te odnoszg sie do pél E i B mierzonych w
danym punkcie x wzgledem S (tj. w punkcie x’ wzgledem S”).
Fatwo pokazaé prostym rachunkiem, iz E-B oraz E? — c¢?B? sa czteroskalarami.

Relatywistyczny lagranzjan dla czastki natadowanej poruszajacej sie w polach

E, B ma postaé
2 v?
L =—-mc 1—6—2— (V-v-A),

gdzie m jest niezmiennicza i zachowana masg czastki.
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2 Termodynamika

Nature, in providing us with combustibles on all sides, has given us the power to
produce, at all times and in all places, heat and the impelling power which is the
result of it. To develop this power, to appropriate it to our uses, is the object of
heat-engines.

Nicolas Léonard Sadi Carnot

Nazwa Symbol  Wartosé

stala Avogadra Ny 6.022 - 1023 mol !

stala Boltzmanna kB 1.38-10723J . K !

stala Faradaya F 96485 C - mol !

stala gazowa R 8.314J -mol~! - K}
stata Stefana-Boltzmanna o 5.67-10%W.m2.K™*

Tabela 2: Wybrane state fizykochemiczne

2.1 Termodynamika fenomenologiczna

Opis fenomenologiczny zajmuje sie zwiazkami miedzy makroskopowymi wielko-
Sciami (p, V, T charakteryzujacymi uklad jako calo$é. Na gruncie termodynamiki
fenomenologicznej nie wyprowadzamy opisywanych dalej praw z bardziej podsta-
wowych zasad dynamiki. Traktujemy je jako fakty doswiadczalne.

Stowniczek pojeé
1. funkcja stanu— funkcja zalezna wylacznie od aktualnych parametréw uktadu

2. rownowaga termodynamiczna — stan, w ktérym wszystkie makroskopowe
parametry uktadu oraz funkcje stanu sa state w czasie

3. temperatura — dowolna funkcja bedaca bijekcja okreslona na klasie uktadow
bedacych w rownowadze termodynamiczne;j
2.1.1 Prawa gazowe

W XIX w. Clapeyron sformulowal réwnanie stanu gazu doskonaltego na podstawie
3 empirycznych praw odkrytych wczesniej.
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Postulaty dotyczace gazu doskonalego
I. Czasteczki gazu sa punktami materialnymi.

II. Pomiedzy czasteczkami nie wystepuja zadne oddzialywania poza momen-
tami ich zderzen miedzy soba lub $ciankami naczynia.

III. Zderzenia czasteczek sa elastyczne.

Roéwnanie Clapeyrona stosuje sie rowniez dobrze do gazéw rzeczywistych w
temperaturach wyzszych od temperatury krytycznej i przy niezbyt wysokich ci-
$nieniach. Wéwczas prawdziwe sa zaleznosci:

1. Prawo Boyle’a (pV')r = const.

2. Prawo Charlesa (%) = const.

|4

3. Prawo Gay-Lussaca (%)p = const.

oraz w ogélnosci spelnione jest réwnanie Clapeyrona (réwnanie stanu gazu
doskonatego)
pV =nRT.

W przypadku mieszaniny L réznych gazéw spetniajacych RSGD zachodzi

L
pV = Z noRT, gdzie

a=1

p, V, T oznaczaja parametry calej mieszaniny. Jest to réwnowazne prawu Dal-
tona: p =) po tzn. ciSnienie wypadkowe jest suma ci$nieil parcjalnych. Mozna
o tym mysle¢ w nastepujacy sposéb: poniewaz gazy doskonale ze soba nie oddzia-
tuja, wiec czasteczki tych gazéw nie widzg sie nawzajem, a zatem usredniona sita
z jaka czasteczki danego gazu uderzaja o Scianki naczynia jest taka sama, jaka
bylaby w tych samych warunkach przy nieobecno$ci czasteczek innych gazdéw.

2.1.2 Wzdr barometryczny

Zakladajac, ze powietrze tworzace atmosfere ziemska mozemy traktowaé jak gaz
doskonaty o masie molowej i i stalej temperaturze T' mozemy wyprowadzi¢ teore-
tyczna zaleznosé ci$nienia atmosferycznego od wysokoéci h nad poziomem morza
(wzo6r barometryczny). Z RSGD mamy

_ r(h)
p(h) = . RT.
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Rozpatrzmy warstwe atmosfery na wysokosci h nad poziomem morza o grubosci
dh. Poniewaz warstwa ta znajduje sie w réwnowadze, wiec musi zachodzi¢

p+dp+p(h)gdh =p,

skad otrzymujemy

g
dp = —p(h)gdh = —=Zpdh .
p = —p(h)g TP

Wykonujac elementarne catkowanie i przyjmujac p(0) = py otrzymujemy

p(h) = poexp {—%h} :

2.1.3 Para nasycona i wilgotnosé

Para nasycona — para pozostajaca w rownowadze termodynamicznej ze swoja
ciecza. Jej ci$nienie ma w danej temperaturze maksymalna warto$¢ i nie zmienia
sie przy zmianie objetosci. Zwigkszenie objetosci w statej temperaturze powoduje
parowanie cieczy bez zmiany ci$nienia, a zmniejszenie objetosci skraplanie cieczy
bez zmiany ciénienia. Wrzenie cieczy nastepuje w takiej temperaturze, w ktérej
ci$nienie pary nasyconej nad ta cieczg jest réwne ciSnieniu zewnetrznemu. Para
nasycona nie spetnia praw gazéw doskonatych.

Wilgotnosé bezwzgledna w;, definiujemy jako stosunek masy pary wodnej do
objetosci gazu.

2.1.4 Cieplo wlasciwe i przemiany fazowej

0Q
mdT

—

. Ciepto wlaéciwe ¢ definiujemy jako ¢ =

. Ciepto molowe C' definiujemy jako C' = uc, gdzie p jest masa molows,

2

. . o . . _6Q
3. Cieplo topnienia (krzepnigcia) definiujemy jako | = £7¢
4

. Cieplo parowania (skraplania) definiujemy jako r = :l:%

Ogrzewanie cial statych i cieczy zwykle przeprowadzamy przy ci$nieniu normal-
nym 1013.25 hPa i wéwczas w duzym zakresie temperatur ciepto wilasciwe tych
substancji jest state. Cieplo wlasciwe gazdéw zalezy od typu przemiany jakiej pod-
lega gaz.

2.1.5 Zasada bilansu cieplnego

Suma ilosci ciepta przekazywanego przez ciata uktadu jest réwna energii dE prze-
kazywanej z zewnatrz

5Q = dE .
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2.2 Termodynamika statystyczna
2.2.1 Podstawowy wzoér kinetycznej teorii gazow

Przyjmujac wypisane postulaty dot. gazu doskonatego wyprowadzimy réwnanie
wiazace makroskopowe parametry z wielkoSciami mikroskopowymi. Rozpatrzmy
szeScienny zbiornik o boku ¢. Wewnatrz zbiornika znajduje sie gaz doskonaty
sktadajacy si¢ z N czasteczek, kazda o masie m. Usredniona po liczbie odbi¢ sita
z jaka pojedyncza czastka dziala na Scianke wynosi

Avéx) ZmUS)
m _

F@) — -

[e% I

T T

gdzie T jest czasem pomiedzy kolejnymi odbiciami tj. 7 = ¢/ ng). Sumujac po
wszystkich czastkach otrzymujemy wiec

=

w2 _ Nm(l)
(Ua)2 - Tj

(®)y2 (z)y2 (®)y2
2) = (v )7 (v K,*"JF(UN ) Ciénienie wywierane na $cianke

gdzie wprowadzili$my (v
naczynia wynosi wiec
_ Nm(v2)  Nm(v2)
b= =" v
Poniewaz zaden z kierunkow z,y, z nie jest wyrdzniony, wiec mozemy przyjacé
(v2) = (vg) = (v2). Jednoczesnie zauwazmy, ze zachodzi (v?) = (v3) + (v7) + (v2),
zatem otrzymujemy

_ Nm(v?) 2N

P="gy =gy

2.2.2 Kinetyczna interpretacja temperatury

Temperatura bezwzgledna T jest wielkoscia wprost proporcjonalng do $redniej
energii kinetycznej czastek. Dla gazu doskonatego

2
T=_——(K).
3%, )

2.2.3 Zasada ekwipartycji energii

Na kazdy stopien swobody czastki przypada taka sama $érednia energia rowna
kpT/2, skad catkowita energia wewnetrzna gazu, ktérego czasteczka ma i stopni
swobody wynosi

_ NikgT _inRT

u 2 2
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2.3 Zasady termodynamiki

0 zasada termodynamiki.

Istnieje funkcja stanu 5, ktéra nazywamy temperatura, taka ze jezeli uktad A jest
w réwnowadze termicznej z ukltadem B, wowczas wartos¢ funkcji 5 jest taka sama
dla obu tych uktadow.

I zasada termodynamiki.

Istnieje funkcja stanu U, ktéra nazywamy energiag wewnetrzna, taka ze rdznica
elementarnego ciepla 6Q dostarczonego do ukladu i elementarnej pracy W wy-
konanej przez uktad jest rézniczka zupelna tej funkcji

AU = 6Q — 6W .

IT zasada termodynamiki.

Sformutowanie Kelvina-Plancka:

It is impossible to devise a cyclically operating device, the sole effect of which is to
absorb energy in the form of heat from a single thermal reservouir and to deliver
an equivalent amount of work.

2.4 Izoprocesy gazu doskonalego
2.4.1 Procesy odwracalne

Proces nazywamy odwracalnym, gdy za pomoca rézniczkowej zmiany otoczenia
mozna wywolaé proces do niego odwrotny tj. przebiegajacy po tej samej drodze
w kierunku przeciwnym.

2.4.2 Procesy kwazistatyczne

Moéwiac o izoprocesach gazu doskonalego chcemy opisa¢ dynamike zmian stanu
ukladu jakim jest gaz doskonaly. Zauwazmy jednak, ze podane wcze$niej na
gruncie termodynamiki fenomenologicznej aksjomatyczne prawa (gazowe i Cla-
peyrona) opisuja stany réwnowagi termodynamicznej — statyke ukladu jakim jest
gaz doskonaly. Z tego powodu sa raczej domeng termostatyki niz termodynamiki.
Zmieniajac stan uktadu nie mozemy mieé¢ pewnosci, ze w kazdej chwili przy przej-
Sciu miedzy stanami A, B parametry (p, V,T') sa dobrze ustalone (moga by¢ np.
pewnymi polami skalarnymi). Z pewno$cia natomiast w punktach A i B po odpo-
wiednio dtugim czasie ustalg si¢ stany réwnowagi i woéwczas bedziemy mogli uzy¢
opisanych praw. Chcac jednak za ich pomocg opisa¢ dynamike procesu musimy



2 TERMODYNAMIKA 103

przeprowadzaé 6w proces kwazistatycznie — bardzo powoli (w granicy nieskoricze-
nie wolno), aby w kazdej chwili mégt ustalié¢ sie stan réwnowagi. Takimi procesami
zajmujemy sie ponizej.

2.4.3 Izoprocesy

1. Przemiana izochoryczna (V = const)

(a) Z I zasady termodynamiki 6Q = dU
(b) Poniewaz AV = 0, wiec W=0
(¢) Definiujemy izochoryczne ciepto molowe
O — 6Q  dU
V7™ ndT — ndT’

2. Przemiana izobaryczna (p = const)
(a) Z I zasady termodynamiki 6Q) = nCy dT + pdV
(b) Poniewaz p = const, wiec W = [pdV = pAV

(c) Definiujemy izobaryczne ciepto molowe

L 6Q AU +pdv B
C’p_ndT_ ndT _CV+ndT< )_CV+R'

3. Przemiana izotermiczna (7" = const)

(a) Z I zasady termodynamiki 6Q = pdV
b) Poniewaz T = const, wiec p = p(V) = nRT <, skad
1%

Vo Va
W = pdV:nRT/ ﬂ:nRTlnE.
Vi v V Vi

(c) Poniewaz temperatura sie nie zmienia nie mozna zdefiniowaé¢ analo-
gicznego ciepla molowego (w pewnym sensie Cp = 00).

4. Przemiana adiabatyczna (6Q) = 0)
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(a)

7 1 zasady termodynamiki dU = nCy dT = —pdV. Z RSGD mamy
natomiast pdV + V dp = nRdT. Z powyzszego mamy wiec

pdV — nRAT = pdV + CipdV = -Vdp,
1%

czyli wprowadzajac wspoélczynnik Laplace’a k = g—; otrzymujemy
dv dp
K= ——,
4 p
skad uzyskujemy tzw. rownanie Poissona

pV" = const.

Réwnowaznie mozemy napisaé TV*~1 = const lub p!=*T" = const.

Poniewaz dU = —0W, wiec

% Vi — paVi
W=-AU=nCy(l1 ~T2) = %(Plvl —p2Va) = Z%

Poniewaz uklad jest w oslonie adiabatycznej nie mozna zdefiniowaé
analogicznego ciepta wlasciwego (w pewnym sensie C = 0).

Obliczmy zmiane entropii AS w przemianie adiabatycznej
Vo
17 0

T
AS = nCy lnf +nRIn i

ale z réwnania Poissona Ty /Ty = (V1 /V5)"~L, zatem

Vi Vi Vi Vi
AS=(k—1)nCyln——nRln— =nRIn— —nRln— =0,
(k — 1)nCy In ) nRIn i nRIn V) nRin g
z tego powodu przemiana adiabatyczna gazu doskonalego jest nazy-

wana rowniez przemiang izentropowg.

2.5 Entropia

Dla proceséw odwracalnych zachodzacych quasistatycznie entropie S definiujemy
jako pewng funkcje stanu, ktorej rézniczka zupelna wynosi

_%Q

ds T
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2.5.1 Zmiana entropii w przemianie gazu doskonalego

Rozpatrzmy pewna przemiane gazu doskonaltego przedstawiona w przestrzeni T —
V jako przejscie miedzy punktami A(T4,V4) — B(Ts, Vp). Dla gazu doskonatego

mamy

dU +pdV drT dv
WpdV L4l

ds =
V
Zauwazmy, ze wyrazenie po prawej stronie ma postaé

nCy nR
— — | -[dT,dV]=F-dl.
[ ’V] [dT",dV] d

Zmiana entropii w rozpatrywanym procesie jest wiec réwna calce krzywoliniowej

w przestrzeni T' — V
B
AS = / F-dl.
A

Latwo sprawdzi¢ jednak, ze V x F = 0, zatem z twierdzenia dotyczacego pdl
bezwirowych wiemy, ze owa caltka nie zalezy od krzywej po jakiej poruszamy
si¢ miedzy punktami A i B, co jest w pewien sposéb oczywiste gdyz S musi
byé¢ funckja stanu. Wybierajac krzywa bedaca fragmentem prostokata o bokach
réwnolegtych do osi uktadu wspétrzednych mamy

Vs

T
AS:nCVIDT—j—G—ann vy

Powyzszy wzor jest prawdziwy dla dowolnej przemiany gazu doskonalego, nawet
takiej, ktérej nie da sie jednoznacznie przedstawié¢ (poza oczywiscie punktami A,
B) w przestrzeni V —T', gdyz np. temperatura nie musi by¢ jednakowa w kazdym
punkcie gazu. W szczegdlnosci obliczmy zmiane entropii podczas rozprezania gazu
doskonalego do prézni zakladajac, ze zwigkszyl on swoja objetos¢ P—krotnie

T P
AS = nCyln 2+ nRIn 2V = Nkyin P = ki n(PY).
Ty Va

2.6 Procesy cykliczne

Proces cykliczny — proces, w ktéorym gaz roboczy po wykonaniu pelnego cyklu
wraca do stanu poczatkowego. Energia wewnetrzna w takim cyklu nie moze sie
zmienié¢, gdyz jest ona funkcjg stanu.

Cykl Carnota— idealny teoretyczny proces cykliczny sktadajacy sie z 4 izoprze-
mian gazu doskonalego: rozprezania izotermicznego (1-2) i adiabatycznego (2-3)
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v

Rysunek 3: Silnik Carnota w przestrzeni p — V'
oraz sprezania izotermicznego (3—4) i adiabatycznego (4-1). Wyznacza granice

sprawnos$ci maszyn cieplnych.

Praca wykonana w calym cyklu wynosi
Vo Vy
W =nRTIn A +nCy (1o — T3) + nRT31n A +nCy(Ty —Th),
1 3

ale T1 = T2 i T3 = T4 oraz TQV’;_I = Tg‘/;_l i TIV{‘_I = T4‘/4’€_1, Sk@d

TQ_ Va f-cfl_Tl_ Vi K—1

T\ Vs T\ ’
zatem z powyzszego V3 /Vo = Vi /Vi, czyli Vo /Vi = V3/Vy. Oznaczajac T1 = T =
Ty 115 =T, =T otrzymujemy

v
W =nR(Ty —T;)In — .
Vi

Cieplo przekazywane jest tylko w przemianach (1-2) i (3—4) i wynosi odpowiednio

\
Q1o =Wi_y = nRTy an2 >0 gdyz Vo> Vi,
1

V.
Q34 =Ws3_4=nRIT;In 74 <0 gdyz Vy< V3.
3

Definiujac sprawnosé n silnika jako stosunek

4
Qin7

Ul
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gdzie Qin =), Qa : VaQa > 0, otrzymujemy

nR(TH — TL) In % - TL

MCarnot = = o m2 Ty

Twierdzenie Carnota

L.

1I.

Sprawnosé¢ dowolnego silnika cieplnego pobierajacego izotermicznie ciepto
ze zbiornika o temperaturze Ty i oddajacego izotermicznie ciepto do zbior-
nika o temperaturze T, nie moze by¢ wieksza od sprawnosci silnika Carnota
pracujacego miedzy tymi temperaturami.

Wszystkie silniki odwracalne (czynnikiem roboczym nie musi by¢ gaz do-
skonaly) pobierajace izotermicznie cieplo ze zbiornika o temperaturze T i
oddajace izotermicznie ciepto do zbiornika o temperaturze 77, maja jedna-
kowa, sprawnos¢ réwna sprawnosci silnika Carnota pracujacego miedzy tymi
temperaturami.

Cykl Carnota mozna prowadzi¢ w kierunku przeciwnym i wtedy urzadzenie
dziata jako maszyna chlodzaca. Definiujac woéwczas wielkoSci

fcool = |QCOld|
14

fheat = |Qh0t| )
W

mozna pokazaé, ze analogicznie dla dowolnej chtodziarki zachodzi

’ T,
ol =Ty — Ty
Ty
D
‘Sheat = TH _ TL )

gdZie Qcool = Za Qa : VaQa > 07 a Qheat = Za Qa : ana <0.

2.7

Sprezyste i termiczne wtasnosci cial statych i cieczy

2.7.1 Wspdélczynniki rozszerzalnosci

1. Dla cial statych definiujemy wspotczynnik rozszerzalnosci liniowej jako

_1de
4y dT
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gdzie dl/{y jest wzgledna zmiang dlugosci spowodowana przyrostem tem-
peratury o d7.

2. Dla cial statych i cieczy definiujemy réwniez wspotczynnik rozszerzalnosci

objetosciowej jako
1dV

= ar

gdzie dV/Vj jest wzgledna zmiana objetosci spowodowana przyrostem tem-
peratury o d7.

3. Dla cial izotropowych zachodzi o = 3\. Istotnie rozpatrzmy prostopadto-
$cian o krawedziach x, y, z. Jesli krawedzie wydluzg sie odpowiednio o dx,
dy i dz to zmiana objetosci wyniesie

dV = (x +dz)(y + dy)(z + dz) — zy=
=zyz +axydz + xzdy + yzdzr — zyz,

skad podstawiajac de = Az dT, dy = AydT i dz = Az dT otrzymujemy
dV = 3zyzAdT = 3A\VpdT
skad o = 3.

4. Dla gazéw definiujemy wspotczynnik rozszerzalnoéci objetoéciowej przy sta-

lym ci$nieniu
0 — L (Y
PV \dr ),

oraz wspoOltczynnik preznoéci termicznej gazu przy stalej objetosci

1 /dp
wel(m)
Po dT Vv
gdzie pg, Vy oznaczaja odpowiednio cidnienie i objeto$¢ danego gazu w tem-
peraturze Ty = 273 K. Dla gazéw doskonalych zachodzi

dv nR VWV ora dp nk  po
B — = — = — 7 R — = —— = —
ar),  p Ty v Vo Ty’

skad
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2.7.2 Prawo Hooke’a

Zaleznos¢é miedzy wydluzeniem preta Al, a dzialajaca na niego silg F' jest dana

w postaci
Fly

~vs

gdzie [y jest dtugoscia swobodna preta, S polem przekroju poprzecznego, a Y to
modut Younga. Dla dwéch potaczonych pretéw o dlugosciach swobodnych [y, Io i
przekrojach Sy, S9 oraz modutach Younga Y7, Yo zachodzi

[1Y25 + 12Y151
Y1Y5515

Al

Al=F

2.7.3 Heat equation*

Przeplyw ciepta w nieskonczonym osrodku o wspoétczynniku przewodzenia ciepta
K opisywany jest réwnaniem Fouriera

_ 13Q_P
%S_VT(r).deQatfq‘/’

gdzie T'(r) jest polem skalarnym opisujacym rozklad temperatury w przestrzeni,
a P moca ciepta przeplywajacego przez pewna zamknietg powierzchnie S. Za-
uwazmy, ze jest to analogiczne réwnanie do prawa Gaussa w elektrostatyce. Istot-
nie wprowadzajac pole E = —VT mamy oczywiscie

VxE=0 oraz V-Ezg,
gdzie o jest gestoécia mocy w W - m~3. Pole E mozna rozumieé jako pole gene-
rowane przez tadunki — punktowe zrodta ciepta. Wszelkie zagadnienia dotyczace
rozkladu temperatury w przestrzeni dla réznych rozkladéw zrédel mozna zatem
rozwigzywaé analogicznie jak w elektrostatyce. W szczegdlnosci znajac rozwiaza-
nie elektrostatyczne dla danego problemu mozemy podaé rozwiazanie jego ter-
modynamicznego odpowiednika. Ciekawe sa tutaj problemy dajace sie rozwigzaé
metoda obrazow. Jako przyklad mozemy podaé rozktad temperatury w nieskon-
czonej przestrzeni o wspétczynniku przewodzenia k, w ktorej umiesciliémy punk-
towe zrodlo ciepta o mocy P. Mamy

P
=——r
k3
skad przyjmujac T'(r — oco) = 0 otrzymujemy
P

Amrr

T(r)
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2.7.4 Plyny

Plyn to kazda substancja, ktéra charakteryzuje sie tatwoscia zmieniania wzajem-
nego potozenia elementéw nawet dla niewielkich sit.

Prawo Pascala
Ciénienie wywierane na zamkniety plyn jest przekazywane réwnomierne na
wszystkie czeéci pltynu oraz $cianki naczynia.

Prawo Archimedesa
Na ciato zanurzone w cieczy dziala sita wyporu réwna co do wartosci cigzarowi
cieczy wypartej przez to cialo.

Cisnienie hydrostatyczne zalezy tylko od wysokosci stupa cieczy nad danym
punktem i wynosi pgh.

Napiecie powierzchniowe o definiujemy jako stosunek sity stycznej do po-
wierzchni cieczy i dtugosci konturu tej cieczy

o= —.
l
Zakrzywiona powierzchnia cieczy wytwarza cisnienie Ap dane wzorem Younga-

Laplace’a
dA
Ap=0—
p=0 av’
gdzie dA jest zmiang powierzchni cieczy spowodowang zmiang jej objetosci o dV.

Dla sferycznej banki o promieniu R i grubosci powloki h < R mamy Ap = 40/R.

Dla ptynu doskonalego (niescisliwego i nielepkiego), prawdziwe jest, ze podczas
jego przepltywu Sv = const (réw. ciaglosci). Jezeli przeplyw plynu doskonatego
jest ustalony i bezwirowy to spelnione jest réwnanie Bernoulliego

Ly
Dzew + pgh + 5,01) = const .

Jesdli E oznacza energie mechaniczng ukladu o zmiennej masie, a vout szybkosé
chwilowa ubywajacej masy dm to zachodzi

1
dE + §v§ut dm=0.
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3 Elektrodynamika

I was at first almost frightened when I saw such mathematical force made to bear
upon the subject, and then wondered to see that the subject stood it so well.

Michael Faraday

Nazwa Symbol  Wartosé

Predkosé $wiatta w prézni ¢ 299792458 m - s~ !

Stata magnetyczna 1o 471077 N - A2

Stata elektryczna €0 47362 -10"F -m™!

Stata grawitacji G 6.674-10""' N - m? - kg2
Stata Plancka h 6.626-10734.J -

Tabela 3: Wybrane state uniwersalne

3.1 Elektrostatyka

Zasadnicze wlasnosci tadunku elektrycznego:
1. Istnieja dwa rodzaje tadunkéw elektrycznych, ktére nazywamy tadunkami

dodatnimi i ujemnymi.

2. Globalny tadunek elektryczny jest zachowany (prawo globalnego zachowania
tadunku elektrycznego).

3. Lokalny ladunek elektryczny jest zachowany (prawo lokalnego zachowania
tadunku).

4. Ladunek elektryczny jest skwantowany, wystepuje tylko w dyskretnych por-
cjach bedacych catkowitymi wielokrotnosciami ladunku elementarnego e.

3.1.1 Prawo Coulomba

Prawo Coulomba

Sita oddzialywania dwoch dowolnych cial punktowych obdarzonych ladunkiem
jest wprost proporcjonalna do iloczynu ich tadunkéw i odwrotnie proporcjonalna
do kwadratu odleglosci miedzy nimi

i
dreg R3
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Definiujemy pole elektryczne E jako stosunek sity elektrycznej F dzialajacej
na niewielki tadunek prébny ¢ do wartosci tego tadunku. Pole elektryczne wytwa-
rzane przez punktowy stacjonarny tadunek ) jest wiec dane wzorem

kQ
E(r)= —r.
(1) = =3
Pole E spelnia zasade superpozycji i jest to fakt doswiadczalny tj. pole elektryczny

wytworzone przez N tadunkéw punktowych jest suma pdél wytworzonych przez
poszczegblne tadunki

Dla ciagtych rozktadéw tadunkéw mamy analogicznie

AR oR PR
E=Ft | —diZ2k | —dS=k | —dV,
¢ R? s R? v R?
gdzie A, o, p to odpowiednio liniowa, powierzchniowa i objetosciowa gestos$¢ ta-
dunku. Korzystajac z powyzszych wzoréw obliczmy E dla nastepujacych rozkta-
dow:

1. Pole elektryczne w punkcie znajdujacym sie¢ na osi obreczy o promieniu R
jednorodnie natadowanej z gestoscia A w odlegltosci z od jej érodka

2m AR S 21 RkA\z

2. Pole elektryczne w punkcie znajdujacym sie na osi cienkiego krazka o pro-
mieniu R jednorodnie natadowanego z gesto$cia o w odleglodci z od jej
srodka

Ek/%/R” (s§+zz)sd¢dsai<1_ z )
"o Jo (824 22)32 26 V22 + R?

Zauwazmy przy tym, ze dla R — oo otrzymujemy
o

E=_—.
260

3. Pole elektryczne w punkcie znajdujacym sie na symetralnej preta o dtugosci
L natadowanego jednorodnie z gestoscig A w odlegloséci x od jego srodka

E—k/mA (2% — y§) dy = ALX
_1y2 (@24 y2)3/2 ey dregx/x? + L% /4
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Zauwazmy przy tym, ze dla L — oo otrzymujemy

E*/\

= X.
2megT

4. Pole elektryczne w punkcie znajdujacym si¢ na prostej prostopadlej do
plaszczyzny cienkiej plyty kwadratowej o boku a natadowanej jednorod-
nie z gestoscia o, przechodzacej przez $rodek geometryczny kwadratu, w
odlegtosci z od niego

a/2 a/2 Z—X—y
E=k% dx d
a/a/Q/a/2 (x2+y2+22)3/2 T dy
oZ

2
a
= —arctan{ ————— .
€D { 22v/2a? + 422 }

Prawo Gaussa
Dla dowolnego rozkladu tadunkéw (nawet rozkladéw niestacjonarnych, ktérymi
nie zajmujemy sie w elektrostatyce) zachodzi

vV.-E=2.
€0

Korzystajac z twierdzenia Greena mozemy podaé¢ réwnowazng postaé prawa
Gaussa
Qtot

cpE:?fE-dsz ,
S €0

gdzie Qiot jest catkowitym tadunkiem zawartym w przestrzeni ograniczonej po-
wierzchnia zamknieta S. Korzystajac z prawa Gaussa tatwo podaé rozwiazanie
E(r) dla szczegélnych, symetrycznych rozkladéw:

1. Pole elektryczne jednorodnie natadowanej kuli o promieniu R i tadunku
catkowitym @

kQr/R3 dlar <R
E(r) = / 5
kQr/r dlar > R

2. Pole elektryczne jednorodnie naladowanego z gestoscia p nieskonczonego
cylindra o promieniu R

(r) = 2k ps dla s < R
N 27rk:pst/52 dla s > R
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3. Pole elektryczne jednorodnie natadowanej z gestodcia o nieskonczonej pla-
skiej powierzchni
on
E(r)=—
(r) =3 -
4. Pole elektryczne dwoch jednorodnie natadowanych z gesto$ciami odpowied-
nio o i —o nieskonczonych, ptaskich powierzchni w odlegtosci w od siebie

E(r) = n miedzy plytami i 0 w pozostalym obszarze.

5. Pole elektryczne w obszarze przekrywanie sie dwdoch kul naladowanych jed-
norodnie z gestosciami odpowiednio p i —p.
Rozpatrzmy dowolny punkt P w obszarze przenikania. Z zasady superpo-
zycji E(P) = E4(P) + E_(P), gdzie z prawa Gaussa

E+(P):3—;5+_ﬁ i E.(P)=_LO_P,

N 360

gdzie O4 to érodek odpowiedniej kuli. Mamy zatem

B(P) = L0, P-0 P)=-22
€0

3€0

gdzie d jest odlegloscig miedzy érodkami kul, a d to wektor taczacy srodek
ujemnej kuli z dodatnia. Widzimy, ze w obszarze przenikania pole elek-
tryczne jest jednorodne.

W elektrostatyce V x E = 0, istotnie tatwo pokazaé¢ (np. korzystajac ze wzoréw na
rotacje we wsp. sferycznych, przy czym umieszczamy ladunek w punkcie R # 0 tj.
nie w $rodku u. wspélrzednych), ze dla tadunku punktowego jest to prawda, ale
z zasady superpozycji wynika, ze pole elektryczne dowolnego rozktadu tadunkéow
jest suma wektorowa pdl elektrycznych wytwarzanych przez tadunki elementarne,
zatem dla dowolnego statycznego pola E

N N
VXxE=V x (ZEQ):Z(VXEQ):O.

a=1 a=1

7 twierdzenie o polach bezwirowych wiemy wiec, ze istnieje funkcja ¢ taka, ze
E = —Vy, funkcje ta nazywamy potencjatem pola elektrycznego i mozna ja
obliczy¢ korzystajac ze wzoru

o(r) = —/rE(r’)~dl.
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Dla ladunku punktowego przyjmujac ¢(r — c0) = 0 otrzymujemy z powyzszego

kQ

r

p(r) =

Przy obliczaniu ¢(r) dla zadanego pola E warto pamietaé, ze z twierdzenia o
polach bezwirowych catka w powyzszym wzorze nie zalezy od wyboru krzywej
miedzy skrajnymi punktami, warto wiec wybieraé¢ krzywe tak, aby rachunki byty
jak najprostsze. Potencjal ¢ réwniez spelnia zasade superpozycji tj. potencjal zlo-
kalizowanego uktadu tadunkow jest sumg potencjatéow tadunkéw go tworzacych.
Nalezy jednak uwazaé¢ przy nieskonczonych rozktadach tadunkéw, gdyz wowezas
przyjecie p(r — oo) = 0 prowadzi do sprzecznosci, wiec nie mozemy naiwnie su-
mowadé (catkowaé) wzoru na potencjal ladunku punktowego. Ponizej zamieszczam
ciekawe zadanie polegajace na przyblizonym wyznaczeniu potencjalu generowa-
nego przez zlokalizowany, ciagly uktad tadunkdéw.

Geometrical Investigations regarding Spherical Conductors by Wil-
liam Thomson Lord Kelvin (Reprint of papers on electrostatics and magnetism)

87. Theorem® The attraction of a uniform spherical surface
on an external point is the same as if the whole mass were
collected at the centre.

Let P be the external point, €' the centre of the sphere,
and C'4 P a straight line cutting the

ical surface in A. Take I in
CP, a0 that CP, CA, CT may be
continual proportionals, and let the
whole spherical surface be divided
into pairs of oppesile elements with
reference to the point I
Let H and H’ denote the magnitudes of a pair of such

* This theorem, which is more comprehensive than that of Xewton in his
first proposition regarding attraction on an external point (Prop. Lxxi), is
Caor. 2), Ifwehndmnaidﬂulthepnpnrﬁmnitheiwmelmﬂupontwa
uiwnﬂpmmatmutmm@umthetutmwsugamp
the ahsolute force on one point, and if besides we had taken together all the

pairs of elements which wonld constitute two narrow annular portions of the

am:hma,m mmmmmmmdmmtm
would have precisely with Prop. Lxxu. of the Principia.

Rysunek 4: Page 57. from Thomson’s Reprint of papers on electrostatics and
magnetism


https://archive.org/details/reprintofpaperso00kelv/page/56/mode/2up?view=theater
https://archive.org/details/reprintofpaperso00kelv/page/56/mode/2up?view=theater
https://archive.org/details/reprintofpaperso00kelv/page/56/mode/2up?view=theater
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Zadanie. Dany jest prostopadioscian o wymiarach 2a X a X a jednorodnie
natadowany z gestosci tadunku —p (ladunek ten jest ujemny). Na jednej z jego
dtuzszych krawedzi znajduje sie bardzo cienka rurka, w ktorej porusza sie niewielka
kulka o masie m i tadunku q (ladunek ten jest dodatni). Kulka wykonuje oscylacje
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wokot Srodka krawedzi szeScianu o amplitudzie duzo mniejszej niz a. Caly uklad
znajduje sie w niewazkosci. Wyznacz okres oscylacji kulki.

Rozwigzanie.

Rozpatrzmy szedcian o boku 2a jednorodnie natadowany z gestoscia tadunku
p. Obierzmy kartezjanski uktad wspotrzednych, ktorego srodek pokrywa sie ze
srodkiem symetrii szeScianu, a osie sa rownolegle do odpowiednich krawedzi sze-
Scianu. Potencjal w punkcie P(0,0,0) wynosi (dla ustalenia uwagi przyjmijmy
g >0, a wiec p <0)

/ / mill drdydz
—aJ—aJ—a \/fl‘2+y ‘|‘ 2_5)2

__k\py/_a/_a o)z aya:

Korzystajac ze wzoru Taylora mozemy przyblizyé¢ f(6) dla maltych § wokét O

F(6) % F(0) + F/(0)5 + 3 (0)6 =
1 o 1 2?2 +9y2—-222

+ 5~
/2 + y2 + 2 (1’2 + y2 + 22)3/2 2 ($2 + yQ + 252)5/2

Zauwazmy, ze wprowadzajac funkcje g(x,y, 2)

z
(.flf2 +y2 + Z2)3/2 ’

g(z,y,2) =

mamy f'(0) =g 1i f”(0) = —%. Otrzymujemy wiec

o(0) :¢(O)—k|p|5/:;/_2/jlgdzdxdy

1 9 a a a 89
+§k\p]5 /_a/_a _aadzdxdy.

Latwo zauwazy¢, ze drugi czton jest réwny 0, gdyz

a Z 1 a
/_a (A+ 2232 [\/7A+ 2] ’

otrzymujemy zatem potencjal swobodnego oscylatora harmonicznego. Obliczmy

zatem calke
a a a ag A7
L)) sawa=7.
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7 powyzszego wiec
14nk|p
©(6) = ¢(0) + 23”52-

Z symetrii i zasady superpozycji potencjatow wynika, ze przyczynki do ¢ od
kazdego z prostopadloscianéw o wymiarach 2a X a X a sa takie same i réwne ¢/4,
zatem energia potencjalna U(J) czastki w naszym zadaniu wynosi

1k|p|mq
2 3

Jest to energia potencjalna swobodnego oscylatora harmonicznego o okresie T

réwnym
12
T=2m 2 =21 Sm__ o [12meo
K mklqpl lap|

3.1.2 Wtlasno$ci przewodnikéw

U(6) =U(0) +

1
82 =U(0) + §K52.

1. Wewnatrz przewodnika potencjat jest staty, wiec E = 0.
2. Wewnatrz przewodnika p = 0.

3. Na powierzchni przewodnika potencjat jest staly, a pole elektryczne moze
mie¢ jedynie sktadows normalng do tej powierzchni w danym punkcie.

4. Pole elektryczne ma nieciagto$¢ na powierzchni przewodnika, potencjal jest
jednak ciagty.

5. Nieskompensowany tadunek moze wystepowaé jedynie na powierzchni prze-
wodnik.
3.1.3 Kondensatory

Jedli na dwoch odizolowanych przewodnikach umiescimy tadunki odpowiednio @
i —Q) to roznica potencjaléw miedzy przewodnikiem naladowanym dodatnio, a
przewodnikiem natadowanym ujemnie:

ry
U=<p+—so=—/ E(r') -dl
r_
jest proporcjonalna do Q). Statg proporcjonalnoéci nazywamy pojemmnoscig uktadu
Q
C=—=.
U

Obliczmy pojemnosci nastepujacych uktadéw o wysokiej symetrii:
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1. Kondensator ptaski wykonany z dwoch réwnolegtych plaszczyzn o identycz-
nym ksztalcie i polu powierzchni A umieszczonych w odleglosci w < VA
od siebie.

Mozemy z dobrym przyblizeniem przyjaé, ze jesli plaszczyzny te sa natado-
wane jednorodnie z gestosciami odpowiednio o i —o to

on

E(r) = — miedzy plytami i 0 w pozostalym obszarze.

€0

7 powyzszego zatem
U:_/Offdw:w:Qw
w €0 €0 €A’
skad
€A
c=2

w

2. Uktad koncentrycznych powlok kulistych o promieniach a i b (b > a) i
natadowanych odpowiednio tadunkami @ i —Q. Z prawa Gaussa

E— kQr/r3 dlaa<r<b
o w pozostalym obszarze

7 powyzszego zatem

_[MRQ L kQ(b—a)
U= /b dr ,

72 ab
skad
_ Admepab
C b—a
Zauwazmy przy tym, ze dla b > a otrzymujemy
C = 4repa.

3. Uktad koncentrycznych, dtugich powlok walcowych o promieniach a i b,
natadowanych z gestoéciami odpowiednio A i —\. Z prawa Gaussa mamy

A
E(s) = s dl b
(s) 27reoss aa<s<b,
skad
A A b
v /b 2meps § 2meg . a

Definiujac pojemnos$é na jednostke diugosci C otrzymujemy
A 2meg

C=—= .
U lng
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3.1.4 Energia pola elektrycznego

Jedli w pewnym obszarze istnieje pole E to w tym obszarze zgromadzona jest

energia o gestosci
1
M = QGOEQ.
Korzystajac z gestodci energii mozemy obliczy¢ energie jaka byla potrzebna do
stworzenia pewnego rozkladu tadunkéw. Rozpatrzmy prosty przyktad jednorodnie

natadowanej kuli o promieniu R i catkowitym tadunku Q:
_ Jek?Q*r?/2RS dlar <R
) eok2Q? /20 dlar >R
) 2
w :/0 s (r)dr = Sgg .

Taki sposéb liczenia energii dziata dobrze do ciggltych rozktadéw tadunkdéw. Za-
uwazmy jednak, ze obliczenie w ten sposdb energii potrzebnej do stworzenia
uktadu sktadajacego sie z pojedynczego elektronu daje

e2 < dr
Welectron = 5 = 0.
8meg Jg T

3.1.5 Dipol elektryczny

Dipolem elektrycznym nazywamy uktad dwoch tadunkéow ¢ i —q znajdujacych
sie¢ w ustalonej odlegtosci d od siebie. Gdy d > 0 dipol taki nazywamy dipolem
fizycznym 1 dla odleglosci » > d pole takiego dipola mozemy przyblizy¢ polem
tzw. dipola idealnego. Rozpatrzmy dipol fizyczny sktadajacy sie z dwoch tadunkéw
q, —q w odlegtosci d od siebie. Obierzmy uktad wspotrzednych kartezjanskich,
ktorego o$ z pokrywa sie z osia dipola, a srodek ze srodkiem dipola. Uklad jest
zlokalizowany, wiec potencjal ¢(r) mozemy obliczy¢ jako sume:

1 1
SO(T)—80++SO—ICQ<R++R_> :

Latwo zauwazyé, ze

Ri = /r2 +d2/4 Frdcos#,

gdzie 6 jest katem zenitalnym. Dla r > d mozemy przyblizy¢

Ry~ \/r2¢rdcost9:m/12|:§cose,
r
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korzystajac z rozwiniecia Taylora 1-go rzedu mamy zatem
1 1 d
— ~— |14+ —cos#
Ry r ( o O ) ’

p|
o(r) = Tregr? cosf dlar>d.

czyli

Dipolem idealnym nazywamy uklad, dla ktérego powyzszy wzoér jest prawdziwy

dla kazdego r. Powyzej wprowadziliSmy elektryczny moment dipolowy p = qd.

Majac potencjal mozemy obliczy¢ natezenie pola E generowanego przez idealny

dipol

__Ipl
4megr

Eqip(r) 5 (2 cos OF + sin 00) .

Jedli idealny dipol p umieécimy w zewnetrznym polu E to mozna pokazaé, ze:
posiada on energie W

W=-p-E,
dziata na niego moment sity T’
I'=pxE
oraz sila F
F=V(p-E).

3.1.6 Pola elektryczne w materii

Jedli kawalek dielektryka umiescimy w zewnetrznym polu E to wewnatrz dielek-
tryka indukuje si¢ wiele matych dipoli, skierowanych zgodnie z kierunkiem pola
— material zostaje spolaryzowany. Definiujemy wektor polaryzacji elektrycznej P

p_dp

dVv
okreslajacy elektryczny moment dipolowy na jednostke objetosci substancji. Po-
niewaz w materiale pojawia sie wiele matych dipoli to indukuje sie¢ rowniez pewien
tadunek, ktory nazywamy zwigzanym. Jego gesto$¢ objetosciowa i powierzchniowa
wynoszg odpowiednio

Ppow =—V-P oraz o,, =P -01.

Pole elektryczne wytwarzane przez spolaryzowana materie jest wiec takie, jak od
tadunku zwiazanego o gestosci powierzchniowej o,y 1 objetosciowej pgw. Jesli w
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pewnej przestrzeni znajduja sie zaréwno tadunki zwigzane i tadunki swobodne,
ktore razem generujg wypadkowe pole E to z prawa Gaussa mamy

eV -E=p=psw+ pzw=psw— VP,
zatem wprowadzajac wektor D = ¢gE + P (przesuniecia elektrycznego) mamy
VD = psw.

Z tw. Greena mozemy podaé réwnowazna postaé

fD-dszst,
S

gdzie Qg jest calkowitym swobodnym, tj. niezwigzanym z materig dielektryka,
tadunkiem zawartym w przestrzeni ograniczonej powierzchnia zamknieta S. Réw-
nanie to nie jest zadnym nowym prawem, a jedynie sprytnym podzieleniem ge-
stosci tadunku na cze$¢ swobodng i zwigzang z polaryzowana materig. Zauwazmy
jednoczesnie, ze powyzsze réwnanie nie wyznacza pola D jednoznacznie, gdyz
znamy tylko jego dywergencja, natomiast rotacja (w elektrostatyce) wynosi

VxD=VxP,

co w og6lnosci jest rozne od 0 i musimy znaé jawna postaé P(r), aby wyznaczyé
pole D.
Dielektryki liniowe

Dla izotropowych i jednorodnych dielektrykéw liniowych zachodzi
P = 60X6E7

gdzie E jest wypadkowym polem elektrycznym pochodzacym zaréwno od ta-
dunkéw swobodnych jak i zwiazanej materii, a x. to tzw. podatnosé elektryczna.
W takim przypadku zachodzi

D =ey(1 + xe)E = ¢, E.

Zadania.

1. ZnaleZé pole E pochodzgce od jednorodnie spolaryzowanej kuli o polaryzacji

P.
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W przypadku jednorodnie spolaryzowanej kuli mamy tak naprawde do czy-
nienia z dwiema kulami tadunku, ktére si¢ przenikaja. Korzystajac z wyni-
kéw zadania o dwéch przekrywajacych sie kulach mamy

E=-"4d,
360
w $rodku kuli i pole idealnego dipola umieszczonego na zewnatrz. Moment
dipolowy wynosi
4 4
= -7R’pd = _7RP.

p=gml’pd = om

Mamy zatem
E— {—P /3€o0 wewnatrz kuli

Eqip na zewnarz kuli

2. Kula wykonana z jednorodnego, izotropowego i liniowego dielektryka o podat-
nosci x zostata umieszczona w jednorodnym zewnetrznym polu Eq. Znaleié
natezenie pola.

Polaryzacja kuli bedzie jednorodna, zatem

1
Biy =B — 5 P

oraz mamy
P = 6(]X:Ein )

3
E,=(—)E,.
<x+3> ‘

Na zewnatrz mamy natomiast

skad otrzymujemy

p|

Teerd (2 cos OF + sin 08)
TEQT

Eout (I') = EO +

gdzie

4 X
= _TR}P| = dmegR®|Eo| .
bl = 3rPl = (255 ) am B

W granicznym przypadku, w ktérym dielektryk przechodzi w przewodnik
tj. x — oo otrzymujemy

Ey,=0

R3 A
Eout = Eo + — |Eo|(2 cos 0F + sin 60) .
T
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3.1.7 Roéwnanie Poissona i Laplace’a

Podstawiajac E = —V¢ do prawa Gaussa otrzymujemy tzw. réwnanie Poissona
v+ L =0,
€0

bedace naszym centralnym zainteresowaniem w elektrostatyce, gdyz jego rozwia-
zaniem dla zadanego rozkladu p(r) jest potencjal elektryczny. Jesli w interesuja-
cym nas obszarze p = 0, wowczas otrzymujemy réownanie Laplace’a

Vip=0.

Twierdzenie o jednoznaczno$ci

Rozwigzanie réwnania Poissona w pewnym obszarze V jest okreslone jednoznacz
nie, jesli podana jest warto$é¢ rozwiazania ¢ na powierzchni S bedacej brzegiem
obszaru V, przy czym dopuszczalne jest, aby w V znajdowaly sie¢ wyspy o ile ¢
jest zadane rowniez na wszystkich powierzchniach je ograniczajacych.

3.1.8 Warunki brzegowe w elektrostatyce

Niech § oznacza brzeg pewnego obszaru V. Wowczas warunki brzegowe na po-
wierzchni § maja postac:

~El =0

l
« F hod =

nad
1 1
¢ Dnad_Dpod_USW’

gdzie indeksy nad i pod oznaczaja, ze bierzemy odpowiednio sktadowe rownolegte
lub prostopadte do powierzchni S tuz nad lub tuz pod ta powierzchnia. Dla izotro-
powego, jednorodnego i liniowego osrodka o wzglednej przenikalnosci elektrycznej
€ umieszczonego w prézni, dla ktorego ogy = 0, zachodzi

0vo _ 68901- o
on on’ Pi= Por
Jedli S jest brzegiem przewodnika to drugi warunek mozemy zapisa¢ jako
¢
r) = —e—

gdzie n1 jest wersorem normalnym do §. Sita na jednostke powierzchni dziatajaca
na S wynosi

g
f= §(Enad + Epod) )

sita na jednostke objetoéci dzialajaca na V wynosi

£(r) = p(r)E(r).
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3.1.9 Metoda obrazéw

Na tw. o jednoznacznosci opiera sie jedna z najtadniejszych metod rozwiazywania
réwnania Poissona w szczegdlnych przypadkach. Metoda ta dziala w ogdlnosci,
nie tylko w elektrostatyce. Wystarczy bowiem zgadnaé¢ funkcje o, ktéra spelnia
wszystkie warunki brzegowe, a twierdzenie o jednoznaczno$ci gwarantuje nam, ze
jest to wlasciwe (i jedyne) rozwiazanie. Czesto okazuje sie, ze dany uklad jest w
pewnym sensie rownowazny ukladowi ztozonemu ze skonczonej liczby tadunkéow
punktowych.

Zadania

1. ELadunek punktowy umieszczony nad nieskoriczong przewodzgcg plaszczyzng

Jedynymi warunkami brzegowymi sa tutaj: ¢(z,y,0) = 0, p(c0) = 0 i
ladunek ¢ umieszczony w (0,0, d). Warunki te mozna spelni¢ umieszczajac
tadunek obrazowy —q w (0,0, —d). Wéwczas potencjal dla z > 0 spelnia
wszystkie warunki brzegowe i nie zmieniliSmy rozktadu dla z > 0, zatem z
tw. o jednoznacznosci jest to wlasciwy potencjal. Potencjat dla z > 0 ma
wiec postaé

B kq _ kq
V2 + 2+ (z—d)? 2y 4 (2 +d)?

o(r)

Dla z < 0 oczywiscie ¢ = 0. Gestosé powierzchniowa indukowanego tadunki
wynosi natomiast

1 —qd
=0 2m (22 +y2 +d2)3/2°

Sita dzialajaca na ¢ wynosi

kg,

Energia takiego uktadu wynosi wiec
d 2
k
U_—AJM&«M_—ﬁﬁ

2. Ladunek punktowy umieszczony miedzy dwiema prostopadlymi polplaszczy-
znami
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Warunkami brzegowymi sa: ¢(0,y,2) = 0, ¢(z,0,z) = 0, ¢(c0) = 0 oraz
tadunek ¢ umieszczony w (b, a,0). Latwo sprawdzié, ze potencjal

gdzie
a=+V(a—z)2+(b-y)
@ =(a+z)2+(b—y)?2
= (a+a)?+(b+y)?
g4:\/(a—x)2+(b+y)2,

spelnia zadane warunki brzegowe, zatem z tw. o jednoznacznosci jest to
wlasciwy potencjal. Jest to oczywiscie potencjal generowany przez uktad
czterech tadunkow ¢, —q, ¢, —q umieszczonych w wierzchotkach prostokata
o bokach 2a i 2b. Sita dzialajaca na tadunek ¢ wynosi

2
q - b 1 . a 1
F(b,a) = 1 e _
(b’ a) 1671'60 |:X ((CL2 + b2)3/2 b2> +y <(CL2 + 62)3/2 a2>:|

Energia uktadu wynosi natomiast

x )
U= —/ Fz(x’,oo)dx'—/ Fy(x,y’)dy’
2

1 1 1
S .
16meq (az Y /:c2—|—y2>

Okazuje sie, ze skonczona liczbe tadunkéw obrazowych mozna uzyskaé tylko
dla péiptaszczyzn ustawionych pod katem « takim, ze m = na, gdzie n €
Z . Liczba potrzebnych tadunkéw obrazowych wynosi wéwczas 27 /a0 — 1.

3. Ladunek punktowy umieszczony nad polprzestrzeniq wypelniong dielektry-
kiem o podatnosci x

Zakladajac liniowy, jednorodny i izotropowy dielektryk warunki brzegowe
na powierzchni granicznej maja postaé

0 _
= (1+X)a£ ;o o(a,y,07) = o(x,y,07),
z 2=0—

99
0z z=0"*
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gdzie rownosci zachodza dla wszystkich x, y. Poszukajmy rozwiazan w po-
staci superpozycji potencjatéw tadunkéw punktowych

q 1 q 1
801($,y,2) = + )
dmeo /a2 + 92+ (z — d)2  dmeo /22 + 2 + (2 + d)2
q// 1
QOQ(xuyaz) =

Ameo /22 42 + (2 — d)?

gdzie @1 okresla potencjal dla z > 0, a ¢ dla z < 0. Z warunku ciaglosci
potencjalu mamy
a+d =4",

natomiast z drugiego warunku mamy
q—q¢=01+x)q",

skad otrzymujemy

d=-(—2")q, = 2 q
x+2/)7 x+2)7

Dla podanych wartosci tadunkéw ¢’ i ¢ powyzszy potencjal spetnia wszyst-
kie warunki brzegowe (lacznie z p(r — o0o) = 0), zatem z tw. o jednoznacz-
nosci jest to wlasciwy potencjal. Mozemy zatem wyznaczy¢ rozklad o,y (r)
tadunku na powierzchni dielektryka

0
Uzw(xyy) = —€ ((.;021

_ ez
z=0% 0z

1 x ~ad
o-)  2m\x+2) (22 4y +d2)3/2"

Sita dzialajaca na tadunek wynosi natomiast
X\ kd*,
F=-(——)—%.
< X+ 2) 1d2”
4. Dwie przewodzgce rury

Rozpatrzmy dwie nieskoniczone przewodzace rury o promieniach a, ktérych
srodki sa oddalone o 2d. Pierwsza rura ma potencjal —Vy wzgledem pew-
nego punktu odniesienia, a druga +Vj. Pokazemy, ze takie powierzchnie
ekwipotencjalne mozna uzyska¢ dla ukltadu dwoéch natadowanych nici —A
i +\ oddalonych o 2b oraz wyznaczymy odpowiednie A i b. Istotnie rozpa-
trzmy dwie natadowane nici. Przyjmujac poczatek uktadu wspoétrzednych w
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potowie miedzy nimi z osig z skierowana prostopadle do wyznaczonej przez
nie plaszczyzny mamy

A In 5+ . A In 5= A In 5=
= — n— n——=— n—.
4 2reg C  2meg C 2meg Sy
Jednoczesnie
st =+ (yFb)?2+22,
zatem

A 1n(y+b)2+z2
Cdmeg (y—b)2 4227

o(r)
Musimy znalezé rozwiazanie rownania

K— (y +b)% + 22
REUEE
gdzie K = exp(4megVp/A). Przeksztalcajac otrzymujemy

K+1

2 2, .2
—2b b =0.
Y <F,_1>y+ +z

Roéwnanie okregu ma postaé
v —2yyo+ya — R*+ 22 =0.

Poréwnujac te wyrazenia otrzymujemy

Yo =">b <K+1) = bcoth QWTVO

K -1

R=\/y2 —1b2.

Znajac R = a i yg = d mozemy wyznaczy¢ b i A

_ 2meq Vo
~ cosh™!(d/a)
b=+Vd>—a?.

Potencjal w calej przestrzeni wynosi wiec

I (RN KR/ R s
~ 2cosh™Y(d/a) | (y— VB —a?)2+ 22|

o(r)
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5. Przewodzgcy, cienki dysk

Chcemy wyznaczy¢ gesto$é powierzchniows tadunku ¢ na cienkim metalo-
wym dysku o promieniu R umieszczonym w pustej przestrzeni, na ktérym
utrzymywany jest staly potencjal Vj (lub dysk natladowany jest calkowitym
tadunkiem Q). Oczywiscie ze wzgledu na symetrie o moze zaleze¢ tylko od
wspoélrzednej radialnej s.

Udowodnimy nastepujace twierdzenie: rozktad tadunku na powierzchni od-
osobnionego, metalowego dysku natadowanego tadunkiem @ jest taki, ze
infinitezymalny tadunek dg = odS znajdujacy sie w punkcie X na po-
wierzchni dysku jest rowny tadunkowi znajdujacemu sie w punkcie przeciecia
prostej prostopadlej do ptaszczyzny dysku przechodzacej przez X z nala-
dowang jednorodnie z gestoécia powierzchniowa oo = Q/4mR? sfera, ktérej
kotem wielkim jest 6w dysk. Istotnie rozpatrzmy dowolny punkt P na kole
wielkim AB naladowanej sfery oraz dowolna cieciwe C'D sfery zawierajaca
P. Infinitezymalny tadunek zgromadzony w C' i D wynosi odpowiednio

qu =00 dSC s qu =00 dSD )

gdzie dS¢, dSp sa infitezymalnymi fragmentami powierzchni sfery otacza-
jacymi odpowiednio punkt C'i D. W granicy zachodzi

dSe¢ PC?

dSp ~ PD?’
Rozpatrzmy teraz osobna sytuacje, w ktérej mamy cienki dysk AB natado-
wany w taki sposéb, ze dgo = dgp i dgp = dgp, gdzie C', D’ sa rzutami
prostokatnymi punktéw C', D na koto wielkie AB. Oczywiscie catkowity ta-
dunek dysku wynosi wéwczas @Q. Pole elektryczne w punkcie P pochodzgce
od tadunkéw dg.» i dgp wynosi

koodSc  koodSp
C' P2 T pD'p2

PC? 1
PD2.C'P2  D'P?

= koogdSp (
Z podobienstwa trojkatow AC'CP i AD'DP mamy
c'P_DP

CP  DP’

skad otrzymujemy

koodSc  kopdSp pC? 1
o~ ppr - rdSo |\ pprap ~ ppr ) =0
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Rysunek 5: Konstrukcja poszukiwanego rozkladu o

Powtarzajac konstrukcje dla wszystkich punktéw dysku (po obu jego stro-
nach) otrzymujemy E(P) = 0, ale punkt P wybralismy dowolnie, zatem dla
kazdego punktu P nalezacego do dysku E(P) = 0, wiec potencjal wewnatrz
dysku jest staly. Zauwazmy jednak, ze w ten sposéb spetniliémy wszystkie
warunki brzegowe zagadnienia metalowego dysku natadowanego tadunkiem
() i umieszczonego w pustej przestrzeni tj. potencjal w obszarze dysku jest
staly, a calkowity tadunek wynosi ). Z tw. o jednoznacznosci skonstru-
owany rozklad jest zatem poszukiwanym rozkladem dla metalowego dysku.
Pozostaje wyznaczy¢ o(C’). Mamy

U((jq(iSky Z:UQCM;C

oraz

cc' R? —0C”
—dSe Y2
Se 7

dScr =dS¢e
7 powyzszego otrzymujemy zatem
Gof% C2 1

VRZ—0C? 47R\/R2—0C”

po kazdej stronie dysku. Oznaczajac OC’ = s mamy

0 1
o(s) = WRVE -

o(C') =
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Potencjal Vj mozemy znalezé wykonujac elementarne catkowanie. Przyjmu-
jac p(r — 00) = 0 mamy

2 R
ko(s) Q
Vo =2 dsdg =
0 /0 /0 s sdsdg 8RR’

zatem
_ 260V 1

o(s) . =

Pojemnosé metalowego dysku o promieniu R wynosi z powyzszego

Ciine = & = 8eoR,
BTy T

jednocze$nie pojemnos¢ metalowej sfery o promieniu R wynosi

Q  4meRVy

— =4 R.
Vo Vo eo

Csphere =

Stosunek tych pojemnosci wynosi

C’sphere T

Cdisc B 2
Ten stosunek zostal wyznaczony do$wiadczalnie przez H. Cavendisha, ktéry
otrzymal wartosé¢ 1.57.

6. Przewodzgca wydiuiona sferoida

Metoda obrazéw jest niezwykle elementarnym, acz poteznym narzedziem.
Mozna jednak odnie$é¢ wrazenie, iz poza typowymi ukladami, ktére znaj-
dziemy w kazdym podreczniku nie ma ona wiekszych zastosowan. Ponizej
przedstawiamy malo popularny uktad, ktéry daje si¢ rozwigzaé bez zaawan-
sowanych metod matematycznych. Rozpatrzmy metalows powltoke w ksztat-
cie elipsoidy obrotowej danej réwnaniem

2 2,2
% + # =1 ,

a b
gdzie zakladamy a > b, tzn. elipsoida jest wydluzona. Niech A, B oznaczaja
ogniska tej elipsoidy. Zalézmy, ze rozpatrywany przewodnik zostal umiesz-
czony w prézni z dala od innych tadunkéw i jest na nim utrzymywany po-
tencjal Vy wzgledem nieskonczonosci. Wyznaczymy potencjat w dowolnym

punkcie na zewnatrz elipsoidy. W my$l metody obrazéw rozpatrzmy inny
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uktad, w ktérym dany jest odcinek AB naladowany jednorodnie z gestoscia
liniowa tadunku A. Pokazemy, ze dla takiego ukladu powierzchnie ekwi-
potencjalne sa wydtuzonymi elipsoidami obrotowymi. Istotnie rozpatrzmy
dowolny punkt S € AB oraz dowolny punkt P ¢ AB. Przyczynek do po-
tencjatu w punkcie P od punktu S wynosi

1 Mdz

dV = —
dmeg SP’

gdzie dz jest infinitezymalnym fragmentem odcinka AB. Z tw. Stewarta w
trojkacie AAPB mamy natomiast

SPp— \/%WAB —2)(AP? — 4Bz) + BP%z,

gdzie x = AS. Z powyzszego zatem

V(P) = MWAB (4B d
dmeo Jo /(AB —x)(AP? — ABz) + BP?x

Wynikiem powyzszej calki jest

Py = 2 Og{AP+BP+AB} |

AP+ BP - AB

- 4meg

Powierzchnie ekwipotencjalne sg dane réwnaniem V (P) = Vj, skad po prze-
ksztalceniach otrzymujemy

2
AP + BP = AB coth {7T6)?VO} = const.

Zbiér punktow przestrzeni, ktérych suma odleglosci od dwdéch ustalonych
punktéw A, B jest stala to wydluzona elipsoida obrotowa. Potencjal w
dowolnym punkcie P na zewnatrz przewodzacej elipsoidy danej réwnaniem
(6) jest wiec taki jak od naladowanego jednorodnie z gestoécia A odcinka
AB. Aby wyznaczy¢ réwnowazna gesto$é A przypomnijmy, ze dla dowolnego
punktu P nalezacego do elipsoidy obrotowej AP + BP = 2a oraz AB? =
4(a?® — b?). Z powyzszego zatem

\ = 2meg Vo B 4meqVo

— Vaz—pz )\
tanh™! 4/ —Z—i 108;{%}
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Calkowity tadunek zgromadzony na powierzchni przewodnika wynosi zatem

SmegVova? — b2

a+vaZ—b? ’
log { a—/aZ—b2 }

Q=\ AB =

skad pojemnos¢ takiego uktadu to

o 8megva? — b2

s (3R}

Powyzej pokazalidmy, Zze potencjal w dowolnym punkcie P na zewnatrz
przewodzacej, utrzymywanej pod potencjalem Vj (lub réwnowaznie natado-
wanej tadunkiem @ = CVj), wydluzonej elipsoidy obrotowej o ogniskach A,
B i pétosiach a, b wynosi

V(P) = v 1, [ AP+ BP + AB
T g Jatvarz| S\ AP+BP-ABJ
08 a—vVa2—b?

Wyznaczymy teraz gestosé powierzchniows tadunku zgromadzonego na po-
wierzchni elipsoidy w dowolnym punkcie P, jesli jej catlkowity tadunek wy-
nosi (). Z prawa Gaussa mamy oczywiscie

oV

o(P) = —60%

P+
gdzie 9/0n oznacza rézniczkowanie wzdluz prostej normalnej do powierzchni
przewodnika w punkcie P. Niech X oznacza punkt na zewnatrz przewodza-
cej elipsoidy, taki ze odcinek PX jest prostopadly do ptaszczyzny stycznej
do elipsoidy w punkcie P. Wéwczas

ov V(X)-V(P

— = lim ViX) —V(P) .

on|py X—pP+ PX
Oznaczmy <APB = 2v. Z tw. cosinuséw w tréjkatach ABPX i AAPX
oraz wlasnosci stycznej do elipsy mamy

BX =+/PX2+ BP?2+2PX - BP cos~,
AX =\/PX2+4 BP? +2PX - AP cos~y.

Oznaczmy PX = e. Dla malych ¢ z rozwiniecia Taylora mamy

BX =~ BP +¢ecosvy,
AX = AP + ecos~y.
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7 powyzszego zatem

o
on

A . 1 o 2a 4+ AB 4+ 2scosy 2a— AB
= im — . .
p+ Amege—0e B 2a — AB + 2ccosy 2a+ AB

Dla malych ¢ z rozwiniecia Taylora mamy

~

o 2a + AB + 2ecosy 2a— AB N—4ABcos'y€
& 2a — AB + 2ecosy 2a+ AB 402 — AB? 7’

skad
Q 1
o(P) = i €0 { 2<)APB} :

Przy odrobinie algebraicznego wysitku mozna réwniez pokazaé, iz w bardziej
analitycznym ujeciu powyzsza gestosé tadunku w punkcie (z, y, z) nalezacym
do elipsoidy danej réwnaniem (1) mozna zapisa¢ jako

9] <z2 a:2+y2>1/2

= dmab? \ ot

U(x7y7 Z) (14 b4

co jest szczegdlnym przypadkiem stynnego wyniku dla przewodzacej elipso-
idy o pétosiach a,b,c:

Q 2 g2 yz -1/2
@y = rpe\adtutal

3.1.10 Metoda inwersji
Definicja inwersji

Niech dana bedzie sfera Q : (O, a). Inwersje wzgledem sfery € definiujemy jako
przeksztaltcenie, ktére kazdemu punktowi P # O w przestrzeni przypisuje punkt
P* lezacy na pélprostej ﬁ taki, ze

|OP| - |OP*| = a?®.

Wtasnosci inwersji

Ponizej podaje bez dowodu kilka najwazniejszych wtasnosci inwersji. Oznaczam
O — érodek inwersji, @ — promien inwers;ji.

1. Plaszczyzny i sfery przechodzg na ptaszczyzny lub sfery.
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2. Obrazem inwersyjnym sfery w : (5, r) nieprzechodzacej przez O jest sfera
w* : (S*,r*) nieprzechodzaca przez O taka, ze

2
. a
|OS |_ |OS|2_T2|OS‘7
(12
" T losp—e"

3. Inwersja zachowuje katy miedzy ptaszczyznami, miedzy sferami oraz miedzy
plaszczyznami i sferami.

4. Dla dowolnych dwoch nieprzecinajacych sie sfer istnieje sfera inwersyjna
taka, ze po inwersji wzgledem niej sfery te sa wspolsrodkowe.

Przeksztalcenie Kelvina

Niech ¢(A) oznacza potencjal elektryczny generowany przez pewien zlokalizowany
uktad tadunkéw w punkcie A. Niech ¢*(A*) oznacza potencjal generowany przez
obraz tego uktadu w inwersji wzgledem sfery o srodku O i promieniu a, tj. obrazem
tadunku dq umieszczonego w punkcie B jest tadunek d¢* = 5q|00#H umieszczony
w punkcie B*, gdzie A*, B* sa obrazami punktéw A, B w tej inwersji. Wéowczas

zachodzi a

P(4) = 57 (A7),

Dowad.

Niech dane bedg punkty A, B oraz sfera inwersyjna o srodku O i promieniu
a. Je$li w punkcie B umie$cimy ladunek g to potencjal w punkcie A wyniesie

kq
SO(A) = @ .

Niech A*, B* oznaczaja obrazy punktéw A, B w inwersji wzgledem sfery (O, a).
Jesli w punkcie B* umieécimy tadunek ¢* = q|O@LH to potencjal w punkcie A*

wyniesie
kq*
(A") = .

7 podobienstwa trojkatéw OAB i OA* B* mamy

a2

A*B*| = |AB|—+——
A4"B'| = ABl 5 o
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zatem "
kq\og\ _|0A] kg _ |04
a |AB|  a

P (A") = p(A).

’AB‘ |OA||OB|

Poniewaz zgodnie z zasada superpozycji potencjal generowany przez dowolny zlo-
kalizowany uktad tadunkéw elektrycznych mozna zapisa¢ jako sume potencjaléw
generowanych przez ladunki dq go tworzace, a stosunek ¢*/p dla tadunku punk-
towego nie zalezy od potozenia tego tadunku, wiec dla dowolnego ¢ generowanego
przez zlokalizowany uktad ladunkéw zachodzi

a

P4) = G (4,

co konczy dowdd.

[Rygorystyczny dowdéd wymaga w istocie wiecej uwagi przy przechodzeniu od
dyskretnych do ciaglych rozkladéw ladunku (patrz np.: Kelvin transformation
and inverse multipoles in electrostatics).]

Jesli w ukladzie wystepuja przewodniki, na ktérych powierzchni S potencjal
wynosi Vj to po inwersji wzgledem sfery (O, a) potencjal w punkcie A* znajdu-
jacym sie na powierzchni S* bedacej obrazem powierzchni & wynosi p*(A*) =
aVp/|OA*|. Umieszczajac jednak ladunek ¢ = —aVp/k w O powodujemy wyzero-
wanie potencjalu na §*. Z tego wzgledu znajac rozklad tadunku na izolowanym
przewodniku S na ktérym utrzymywany jest potencjal Vy, mozemy przez inwer-
sje wzgledem sfery (O, a) znalezé rozklad tadunku na uziemionym przewodniku
S* bedacym obrazem S, do ktérego zblizono tadunek —q znajdujacy sie w O (ta
wlasno$é sprawia, ze metoda inwersji jest mocnym narzedziem!).

Jedli Vp = 0 to dla kazdego punktu A* € §*: ¢*(A*) = 0, zatem obrazem
uziemionego przewodnika jest uziemiony przewodnik.

Jedli A\, o, p oznaczaja parametry wyjsciowego uktadu, a \*, o*, p* jego obrazu
w inwersji o érokdu O i promieniu a to zachodzi
X(P*) _|OoP| o*(P*) _|OP]  p*(P*) _|OPP
AP)  a ' o) @ ' p(P)  a®

Istotnie stosunek tadunkéw wynosi d¢*/0g = a/OP, a rézniczkowa dlugoséé skaluje
sie jak a?/OP?, zatem \*/\ = §¢* dl /6qdl* = OP/a. Analogicznie mamy dla o i
p, gdyz wowczas rézniczkowa powierzchnia i objetosé skaluja sie odpowienio jak

(dI* /dn2 i (di* /di)


https://arxiv.org/pdf/1611.05942.pdf
https://arxiv.org/pdf/1611.05942.pdf
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Nietrudno réwniez pokazac, ze zachodzi

_9¢
on

_ a3 @ n a
. OP3on|, OP

5 (P)cosd,

gdzie N jest wersorem normalnym do pewnej plaszczyzny (lub jej obrazu), a o

jest katem ostrym miedzy fi a wektorem OP'.

Zadania

1. Ladunek umieszczony nad nieskonczong plaszczyzng

Rozpatrzmy punktowy tadunek elektryczny —q umieszczony w odleglosci
d od nieskonczonej uziemionej plaszczyzny metalowej. Zadanie to mozna
rozwiaza¢ metoda obrazdw, jak pokazaliémy wczesniej. Teraz rozwiazemy
ten problem korzystajac z metody inwers;ji.

Kluczowe bedzie dla nas (teraz, jak i w dalszych zadaniach) rozwiazanie za-
gadnienia metalowej sfery o promieniu R, na ktérej utrzymywany jest staty
potencjal Vj (wzgledem nieskonczonosci). Wéwcezas potencjal w dowolnym
punkcie wewnatrz wynosi Vj, a na zewnatrz jest taki jak od punktowego ta-
dunku 4megVy R umieszczonego w érodku sfery. Istotnie wynika to z metody
obrazow.

Mozemy teraz rozwigzaé pierwotny problem. Niech O oznacza punkt, w kto6-
rym umieszczony jest tadunek —gq. Niech odlegtosé tadunku od plaszczyzny
wynosi d. Rozktad tadunku na plaszczyznie jest taki, ze w dowolnym jej
punkcie P generuje potencjal kq/OP. Dokonajmy inwersji tej plaszczyzny
wzgledem sfery (O,d). Obrazem inwersyjnym plaszczyzny bedzie sfera o
promieniu d/2 przechodzaca przez O i styczna do pierwotnej plaszczyzny.
Potencjal na tej sferze bedzie wynosit Vy = kq/d. Wiemy jednak jakie jest
rozwigzanie dla sfery, na ktorej utrzymywany jest staty potencjal: w dowol-
nym punkcie wewnatrz wynosi Vy = kq/d, a na zewnatrz jest taki jak od
punktowego tadunku 2meVod = ¢/2. Dokonujac ponownie inwersji otrzy-
mujemy wiec, ze potencjal powyzej plaszczyzny jest taki jak od tadunku —gq
umieszczonego w O i tadunku g umieszczonego w punkcie bedacym odbiciem
symetrycznym O wzgledem ptaszczyzny. Natomiast w dowolnym punkcie P
ponizej plaszczyzny potencjal wynosi

kq d

~ 4y =o0.
0P| " Jop] "
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Reszta obliczen (sily, energii uktadu) znajduje sie juz w sekcji Metoda ob-
razow dlatego nie bedziemy ich tu powtarzaé.

2. Ladunek punktowy i sfera

Analogicznie mozemy rozwigzaé¢ nastepujace zagadnienie. Rozpatrzmy la-
dunek elektryczny —q umieszczony w punkcie O oraz uziemiong, metalowa
sfere o srodku S i promieniu R (|JOS| > R). Dokonajmy inwersji ukladu
wzgledem sfery (O, r). Obrazem inwersyjnym uziemionej sfery bedzie sfera
w: (S*, R*) taka, ze

72 72

0S*=———-0S, RR=———-R,
052 — R? 0S? — R?
ktorej potencjal jest staly i wynosi kq/r. Mozemy wyznaczy¢ teraz zaréwno
potencjal w calej przestrzeni, jak i rozktad tadunku na powierzchni.

o Obliczenie potencjatu. Znamy rozwiazanie zagadnienia metalowej sfery
(S*, R*) utrzymywanej pod stalym potencjalem V. Na zewnatrz be-
dzie on taki jak od punktowego ladunku ¢* = ¢R*/r umieszczonego
w S*. Dokonujac ponownie inwersji wiemy wiec, za potencjal na ze-
wnatrz uziemionej sfery bedzie sumag potencjalow wytwarzanych przez
ladunek —q w O i ladunek ¢’ = ¢*r/OS* umieszczony w punkcie S’ na
polprostej OS takim, ze OS’ - OS* = r?. Podstawiajac otrzymujemy

R* R r? R?

= g— /: = _—
o5 05 9 =05 =905

¢ =q

Wewnatrz sfery natomiast bedzie wynosil kq/r, zatem wewnatrz uzie-
mionej sfery potencjal wynosi

kg v ke _,

Zmalezlismy zatem uktad tadunkéw obrazowych w bardzo metodyczny
sposéb i bez zadnego zgadywania. Przechodzac do bardziej analitycz-
nego opisu i wybierajac srodek uktadu wspétrzednych w $rodku uzie-
mionej sfery oraz oznaczajac OS = d otrzymujemy

. —q 1 3 R >
- 4meg <\/7“2 +d2 —2rdcos® /r2d2 + RY —2R%rdcosf)
gdzie § = JOSP.
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e Obliczenie gestosci powierzchniowej ladunku. Za pomoca inwersji zna-
lezlismy uktad tadunkéw obrazowych, wiec dalsze obliczenia mozemy
przeprowadzi¢ analogicznie do metody obrazéw. W szczegdlnosci ge-
stos¢ indukowanego tadunku mozna znalezé przez rézniczkowanie tak
jak w sekcji Metoda obrazéw. Pokazemy jednak jak znalezé ten roz-
ktad znajac rozktad dla sfery utrzymywanej pod stalym potencjatem,
co jest o wiele prostsze. W dowolnym punkcie P* sfery utrzymywanej
pod stalym potencjatem gestos¢ tadunku jest jednakowa i wynosi

O'*(P*): q* = q OSQ_R2
AT R*2  4mr3 R '
W punkcie P na powierzchni uziemionej sfery gestosé tadunku wynosi
wiec

3 2 2

r 0S5 —R

o(P) = oo™ (P7) = Lo o
op3 AR OP3

Oczywiscie mozemy to zamieni¢ na wyrazenie analityczne

—q R2 _ d?

Q) =
o) 4R (d? — 2Rd cos § + R2)3/2’

jednak jest pewien urok w tym bardziej syntetycznym opisie.
o Sita dziatajgca na ladunek wynosi
_ q? Rd
 dmeg (d2 — R2)?°

F(d)

e FEnergia ukladu wynosi wiec

d 2 d 2
‘R x q R
v /Oo (z) da 47reg /Oo (x? — R?)? v 8meg R? — d?

o Zmienione warunki brzegowe. Jesli pierwotna sfera nie jest uziemiona
tylko utrzymywany jest na niej potencjal Vy to do ukladu tadunkéw
obrazowych wystarczy doda¢ tadunek ¢” umieszczony w S, taki, ze

no_ @
q = L
Potencjal wewnatrz sfery wynosi wowczas oczywiscie V.
Jesli zamiast sprecyzowania ¢ na sferze, zadany jest catkowity tadunek
Q@ na niej to uktad tadunkéw obrazowych jest identyczny jak powyzej,
ale Vj jest wyznaczone przez réwnanie

q/+q/,:Q~
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3. Dwie stykajace sie sfery (Total charge)

Rozpatrzmy dwie stykajace sie sfery metalowe o réwnych promieniach R,
na ktérych utrzymywany jest potencjat Vy. Chcemy znalezé catkowity tadu-
nek wyindukowany w tym uktadzie. Niech O oznacza punkt stycznodci sfer.
Dokonujac inwersji uktadu wzgledem sfery (O, z = 2R) otrzymujemy dwie
rownolegte uziemione plaszczyzny w odleglosci 4R od siebie i punktowy
tadunek —q = —4megVpxr w polowie miedzy nimi. Uktad tadunkéw obrazo-
wych to nieskoniczone ciggi tadunkéw po obu stronach o wartosciach +¢q, —q,
+q, ... umieszczone w odlegtosciach 2x, 4x, 6z, ... od tadunku punktowego.
Dokonujac ponownie inwersji otrzymujemy ciag tadunkéw punktowych dla
kazdej z tych sfer. Wartosci tych tadunkéw wynosza odpowiednio ¢/2, —q/4,
q/6, ... . Calkowity ladunek wyindukowany na obu sferach wynosi wiec

1 1 1 1
Q=2 (2_4+6 — 8—1—...) =qgln2 =8meyVyRIn2.

4. Dwie sfery przecinajgce sie pod kgtem prostym (Total charge)

Rozpatrzmy przewodnik utworzony z polaczenia dwoch sfer (A, a) i (B,b) w
taki sposdb, ze przecinaja sie one pod katem prostym. W punkcie O takim,
ze OA = ¢, OB = d umieszczono punktowy tadunek elektryczny —q, a
przewodnik uziemiono. Chcemy znalezé catkowity tadunek wyindukowany
na tym przewodniku. Dokonajmy inwersji ukladu wzgledem sfery (O,r).
Obrazem dwéch przecinajacych sie pod katem prostym sfer (A,a) i (B,b)
beda dwie przecinajace sie pod katem prostym sfery (A*, a*) i (B*,b*) takie,

ze
7'26 7’2@
O =c=g—g=m “=g_a=mn
N " r2d . r2b
OF =& =g_p=1h V=g_p="

na ktérych potencjal bedzie staly i réwny Vy = kq/r. Rozwiazmy zatem
zagadnienie dwéch sfer przecinajacych sie pod katem prostym, na ktorych
utrzymywany jest staly potencjal V. Zauwazmy, ze umieszczajac tadunki
punktowe ¢ = qa*/r, ¢5 = qb*/ri¢5 = —qa*b*/rva*? + b*? odpowiednio w
punktach A*, B* i przecieciu C* odcinka A* B* z prosta przechodzaca przez
punkty przecie¢ okregéw otrzymujemy taka wilasnie powierzchnie ekwipo-
tencjalna, zatem jest to uktad tadunkéw obrazowych. Dokonujac ponownie
inwersji otrzymujemy zatem trzy tadunki punktowe ¢1, g2, q3. Poszukiwany
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calkowity ladunek wynosi zatem Q) = ¢1 + ¢2 + ¢3. Podstawiajac otrzymu-

jemy
a* a
Q1 =q— =4~
c c
b b
q2 = qd* =4y
a*b*

q3:_q€*\/m7

gdzie z twierdzenia Stewarta w trojkacie A* B*O mamy

\/C*Qb*Q + d*2q*2 — q*2p*2

A /a*2 + b*2

e*

skad

nyab ab
\/n272b202 + 772’)/2(12(12 _ 7]2’}/2(12()2 \/b262 + a?d? — q2b?

qs

Ostatecznie zatem

Q= g_{_é_ ab
“I\CT V22 £ a2d? —a2b2)

5. Inwersja liniowego potencjatu

Rozpatrzmy obszar jednorodnego pola elektrycznego Ey (np. wewnatrz bar-
dzo duzego kondensatora plaskiego). Chcemy znalezé obraz tego uktadu w
inwersji wzgledem sfery (O, r). Korzystajac z dowolnoséci w wyborze punktu
odniesienia mozemy napisaé

©(P) = Ey|OP|cosb,

gdzie 6 jest katem miedzy prosta OP, a linia pola Eg, wéwczas oczywiscie
©(0) = 0. Po inwersji wzgledem sfery (O, r) otrzymujemy wiec

. s 3 Eq cos 0
P (A") = W7

a wiec otrzymujemy pole dipola p* = 4mwegEqr? umieszczonego w O.
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6. Metalowa kula w jednorodnym polu elektrycznym

Rozpatrzmy uziemiona metalowsa kule o promieniu R, umieszczona w bardzo
duzym kondensatorze ptaskim tj. w obszarze jednorodnego pola elektrycz-
nego Eg. Niech O oznacza punkt na powierzchni kuli lezacy jednoczeénie na
linii zewnetrznego pola elektrycznego bedacej osig symetrii kuli. Dokonajmy
inwersji uktadu wzgledem sfery (O, r). Obrazem metalowej sfery bedzie nie-
skoriczona uziemiona plaszczyzna w odlegloéci OS* = r2/2R od O. Obra-
zem okladek kondensatora bedzie natomiast idealny dipol p* = 4mweqr3Eq
umieszczony w O (przyjmujemy ¢(O) = 0). Musimy teraz rozwiazaé za-
gadnienie dipola umieszczonego nad nieskonczona uziemiona plaszczyzna.
Z metody obrazéw wynika, ze pole elektryczne nad plaszczyzng bedzie ta-
kie jak od rzeczywistego dipola i dipola obrazowego —p* umieszczonego w
punkcie X* na polprostej OS* takim, ze 205* = OX™*. Dokonujac ponow-
nie inwersji otrzymujemy wiec, ze pole na zewnatrz kuli bedzie zlozeniem
pola Eq i pola idealnego dipola p = p*r3/OX*® umieszczonego w punkcie
X takim, ze OX = r2/OX* = r2/20S5* = R, czyli w érodku metalowej
kuli. Podstawiajac otrzymujemy
3 6

« T r
PP gy ~ TR X

Pole elektryczne na zewnatrz kuli wynosi wiec

= dreoEoR> .

R? N A
E(R)=Ey+ @E0(2 cos IR +sin60) .

Zauwazmy, ze wynik jest zgodny z tym dla dielektryka w granicy y — oo.

7. Spherical bowl/ half plane/ disc with point charge (knowing the distribution
on a thin disc) (distribution)

Spherical bowl. Jednym z najciekawszych zastosowan inwersji jest oblicze-
nie gestoéci powierzchniowej tadunku wyindukowanego po kazdej ze stron
metalowej uziemionej miski bedacej fragmentem sfery, do ktérej zblizono
punktowy ladunek —q tak, ze znajduje sie on w obszarze sfery, ktorej cze-
Scig jest miska. Niech O oznacza punkt, w ktérym znajduje sie tadunek.
Dokonujac inwersji uktadu wzgledem sfery (O,r) otrzymujemy metalowy
dysk, na ktérym utrzymywany jest staly potencjal Vy = kq/r. Rozklad la-
dunku po kazdej stronie tego dysku w dowolnym punkcie P* wynosi (jak
pokazaliSmy w sekcji Metoda obrazéw)

2e0V0 1

o*(P*) = ,
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gdzie A*B* jest dowolng cieciwa dysku przechodzaca przez P*. Wybierajac
cieciwe bedaca Srednicg A*B* dysku otrzymujemy, ze gesto$¢ powierzch-
niowa po kazdej stronie w dowolnym punkcie P na powierzchni miski wy-

nosi
o(P) = Lot (Pr) = Sy A VOAOD
op3 272 OP? \/PA . PB
gdzie A, B sa punktami przeciecia brzegu miski z plaszczyzng wyznaczona
przez O, P i $rodek sfery, z ktérej wycieto miske. Niech C' oznacza bie-
gun miski, tj. punkt na jej powierzchni, ktérego odlegltosé od dowolnego
punktu na brzegu jest stala i wynosi ¢. Poprowadzmy okrag (C,c). Okrag

ten przechodzi oczywiscie przez A i B oraz przecina OA i PB odpowiednio
w punktach B’ i A'.

A*

Rysunek 6: Inwersja sferycznej miski
Z potegi punktu O wzgledem okregu (C, c¢) mamy
OA-OB =0C? -2,
natomiast z potegi punktu P wzgledem tego okregu mamy

PB.-PA = —CP?.
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Latwo udowodnié, ze OB’ = OB i PA' = PA, zatem otrzymujemy

1 g VOC?—¢2
212 O P2 V2 — COP? '

Half plane. Mozemy réwniez wyznaczy¢ rozktad tadunku na nieskonczonej
péiplaszczyznie, do ktérej zblizono punktowy ladunek —q lezacej w tej samej
plaszczyznie w odlegtoséci d od brzegu metalowej péiptaszczyzny. Niech O
oznacza punkt, w ktérym znajduje sie tadunek. Dokonajmy inwersji ukladu
wzgledem sfery (O, d). Obrazem inwersyjnym polplaszczyzny bedzie meta-
lowy dysk o promieniu d/2, na ktérym utrzymywany jest staly potencjal
Vo = kq/r. Niech C* oznacza $rodek dysku. Gestosé ladunku po kazdej
stronie dysku w dowolnym punkcie P* wynosi

260‘/0 1
T /d2/4_C*P*2 ’

Gestos$¢ powierzchniowa po obu stronach w dowolnym punkcie P polptasz-
CZyzny wynosi wiec

o(P) =

o (P*) =

1 qd 1
o(P)=— ,
P)="20p VOP? — PC?
gdzie C jest odbiciem symetrycznym O wzgledem brzegu pdiplaszczyzny.
Zamieniajac to wyrazenie na analityczne otrzymujemy

(z )_L d__ ¢
oY) = 9 yr?+ (y+d)?’

Calkowity tadunek wyindukowany po obu stronach pélptaszczyzny wynosi

Q:2/Ooo/_:J(:v,y)dxdy:q.

Disc. Mozemy réwniez wyznaczy¢ rozktad tadunku na cienkim uziemionym
dysku (Rysunek 7), do ktérego zblizono tadunek punktowy —q w plaszczyz-
nie dysku. Niech O oznacza punkt, w ktérym znajduje sie tadunek. Niech
R oznacza promien uziemionego dysku. Dokonajmy inwersji uktadu wzgle-
dem sfery (O, r). Obrazem inwersyjnym dysku bedzie inny dysk, na ktérym
utrzymywany jest staly potencjal Vy = kq/r. Gestosé ladunku po kazdej
stronie dysku w dowolnym punkcie P* wynosi

2e0Vo 1
T A*P* . B*P* ’

o*(P*) =
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Rysunek 7: Inwersja dysku

gdzie A*B* jest dowolng cieciwa dysku przechodzaca przez P*. Wybierajac
cieciwe tak aby nalezata do poétprostej OP* i dokonujac ponownie inwersji
otrzymujemy

_ 1 2V VOA-OBOP 1 ¢ VOA-OB
- 0OP3 7 PA.PB 2 27m20P2./PA.PRB’

gdzie punkty A, B, P, A*, B*, P* leza na pdétprostej OP. Z potegi punktu
O wzgledem okregu (C, R) mamy

a(P)

OA-OB =0C? - R?,
natomiast z potegi punktu P wzgledem tego okregu
PA-PB=(R—-CP)(R+CP)=R*—-CP?,

gdzie C' jest srodkiem uziemionego dysku. Ostatecznie zatem gestos$¢ la-
dunku po kazdej stronie dysku w dowolnym punkcie P wynosi

1 q JVOC*-R?
- 2n20P%\/RZ_Cp?’
W bardziej analitycznym opisie, oznaczajac OC = d, CP = s, JOCP = ¢

dostajemy
1 q Vd? — R?
2282 4 d%2 —2sdcosd VRZ — §2
8. Wyznaczyé potencjal nienatadowanego, cienkiego metalowego dysku o pro-

mientu a wokol ktorego znajduje wspolsrodkowa z nim cienka petla o pro-
mieniu b natadowana jednorodnie ladunkiem Q)

o(P)

(s, 9)
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Korzystajac z wczedniejszych wynikéw mozemy zapisaé gesto$é powierzch-
niowa indukowanego tadunku po kazdej stronie jako

200 1 Ab V2 —a® [T 1
oo VaZ—s2 2?2 a2 -2 J; s2+1b2—2sbcos¢

gdzie A = Q/2wb. Oczywiscie gestos¢ powierzchniowa tadunku wyinduko-
wanego na skutek ukltadu tadunkéw jest réwna sumie gestosci tadunkow
wyindukowanych na skutek poszczegélnych tadunkéw. Wykonujac catkowa-
nie otrzymujemy

o(s) do

26V 1 Q b2 — a?
T r Va2-s 22 —s2)Wak_s2

Poniewaz metalowy dysk byl nienatadowany wiec V| jest dane przez réw-

nanie 9
2/ / o(s)sdsde =0,
0 0

4egVoa — Q arctan {a} =0,
T

a(s)

skad otrzymujemy

D2 — g2
zatem

Vo = ialrctaun 4
0= 4dTega V2 —a2 )

Dla b= a + €, gdzie 0 < € < a, w zerowym przyblizeniu mamy

Vo ~ .
860&

3.1.11 Inwersja w dwéch wymiarach

Rozwazmy dwuwymiarowy uklad elektryczny tj. uklad, dla ktérego potencjat ¢ =
o(z,y) spelnia dwuwymiarowe réwnanie Laplace’a

2o Po_,
ox2  oyz

Ze wzgledu na zasade superpozycji kazdy taki potencjal ¢(z,y) mozna przedsta-
wi¢ jako sume potencjaléw generowanych przez pojedyncze ,tadunki punktowe”.



3 ELEKTRODYNAMIKA 147

Potencjal od tadunku punktowego g umieszczonego w punkcie A = (xg, yo) wynosi
oczywiscie

(2.9) = 5o 1 -
P, Y) = 0og )
2meo V(@ —20)? + (y — 0)?
gdzie m jest pewna stala. W syntetycznym ujeciu mamy
q m
Py =-1 {7} .
#(P) 27eg o8 AP

Dowolny potencjal dwuwymiarowy spelniajacy réwnanie Laplace’a (w obszarze
poza punktami umiejscowienia tadunkéw) mozemy zapisaé zatem jako

qi m
P)= 1 .
#(P) 2meg Og{AiP}
W inwersji wzgledem okregu (O, Z), w ktérej kazdy tadunek punktowy w punkcie

A przechodzi na ladunek o tej samej wartosci umieszczony w punkcie A’ takim,
ze OA - OA' = #? mamy

e Qi m B i mQOA; OP
PP)=3 Imey 108 {A;P/} =2 omeo log{ % AP

Zauwazmy, ze wyrazenie to mozemy zapisa¢ jako

2meq

_ Z%’ m
= p(P) omeo log{OP} + const.

1IN i mo\ 24 m.
O(P") = IOg{AiP} log{OP}+const.

W takim razie jezeli krzywa ¢ jest krzywa statego potencjatlu pod wpltywem tadun-
kéw g1, qa2, ... w punktach Ay, Ao, ..., to obraz ¢ tej krzywej w inwersji wzgledem
okregu (O, Z) jest krzywa stalego potencjalu pod wplywem tadunkéw q1, qa, ...
w punktach A}, A}, ... oraz ladunku — > ¢; w punkcie O.

3.1.12 Funkcja pradu

W przypadku dwuwymiarowym mozemy zdefiniowaé funkcje ¥ (z,y), ktéra nazy-
wamy funkcja pradu, taka ze

0 0
Bloy) = x 0,0, ()] = 50% - 55
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Zauwazmy, ze 7z powyzszego od razu wynika

9p _ _Op  Op_0¢

or oy’ Oy Oz’
Oczywiscie dla krzywej £, dla ktérej ¢ = const. mamy Vi L £ tj. wektor V) jest
prostopadly w kazdym punkcie do £. Jednoczesnie zachodzi

Op0y  Opdy  OYOY 09y

6x8x+87y6y_ 8y8x+%8y_0’

Vo -Vip =

zatem dla krzywej £, dla ktérej ¢ = const. mamy g—i = 0, gdzie 0/0n oznacza
rézniczkowanie wzdluz prostej prostopadlej do ¢ w danym punkcie. Analogicz-
nie ze wzgledu na zasade superpozycji v generowane przez uklad tadunkéw jest
réwne sumie funkcji pradu generowanych przez poszczegdlne tadunki. Dla tadunku
punktowego g umieszczonego w punkcie (xg, yo) mamy

qo

2meg

w(x’y) = + o,

gdzie ¢ jest katem miedzy pélprosta réwnolegla do osi x o poczatku w punkcie
(x0,yo) 1 wektorem [x — zg,y — yo], & Yo jest dowolng stala.
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3.2 Magnetostatyka
3.2.1 Sila Lorentza

Na tadunek g poruszajacy sie z predkoscia v w polu magnetycznym o indukcji B
dziala sita Lorentza
Fr =qv xB.

W obecnosci pol E i B wzor ten ma ogdlna postaé

Fr=q(E+vxB).

Zauwazmy, ze jesli E = 0 to sila Lorentza jest zawsze prostopadla do v, zatem
jej praca na dowolnej drodze jest réwna 0.

3.2.2 Prady

Natezenie pradu I plynacego przez przewodnik definiujemy jako tadunek prze-
plywajacy przez przekrdj poprzeczny przewodnika w jednostkowym czasie

I =¢=nSev,,

gdzie n to koncentracja elektronéw, v, to tzw. predkos¢ unoszenia. Wprowadzamy
réwniez pojecia liniowej, powierzchniowej i objetosciowej gestosci pradu

I=Xv, K=ov, J=pv,

gdzie A, o, p to odpowiednio liniowa, powierzchniowa i objetosciowa gestos$é ta-
dunku. Sitla magnetyczna dziatajaca odpowiednio na prad liniowy, powierzch-
niowy i objeto$ciowy wynosi

Fmag:/ldle%’/(KxB)dS%/(JxB)dV.
l S 1%

W magnetostatyce zajmujemy sie tylko stacjonarnymi rozkladami pradéw (tak
jak w elektrostatyce zajmowalismy si¢ tylko stacjonarnymi rozktadami tadunkéw).
Przez prad stacjonarny rozumiemy ciaggly, nieprzerwany przeptyw tadunku, ktéry
nigdzie sie nie gromadzi, inaczej

V-J=0.
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3.2.3 Prawo Biota—Savarta

Prady stacjonarne wytwarzajg pole magnetyczne dane prawem Biota—Savarta

B_'“LI dlxRﬁuo/KxT\’, o~ Ho [IXR
S

= > d dv .
i J, R3 47 5 v

R3 T an ), R3

Pola magnetyczne spelniaja zasade superpozycji i jest to fakt doswiadczalny tj.
pole magnetyczne pochodzace od kilku rozktadéw pradéw jest rowne sumie poél
pochodzacych od poszczegdlnych rozktadow.

Prawo Ampeéere’a
Dla dowolnego rozktadu pradow stacjonarnych zachodzi

VXB:,U()J.

7 tw. Stokesa mozemy podaé¢ réwnowazng posta¢ prawa Ampere’a

Y{B ~dl = poliot
l

gdzie ;o jest catkowitym natezeniem pradu przeplywajacym przez powierzchnie
S rozpieta na konturze £. Korzystajac z prawa Biota—Savarta lub prawa Ampeére’a
mozemy obliczy¢ B dla réznych rozktaddw:

1. Pole magnetyczne na osi petli, w ktorej plynie prod o natezeniu I, w odle-
glosci z od jej srodka

7 prawa Biota—Savarta mamy

B(z)—uol/% Rz8 + R*% a6 — Mo! L
T Arn 0 (R2—|—22)3/2 9 (R2+z2)3/2 )

2. Pole magnetyczne na prostej prostopadlej do prostoliniowego przewodnika
AB o dlugosci |AB| = L w punkcie P odleglym o s od AB takim, Ze
JPAB =6, i JPBA =0,

7 prawa Biota—Savarta mamy

— “OI/JFSCOW1 s¢ _ pol 2

B(P) ——(cos by + cos ).

4 ) _geotg, (82 +y2)3/2 y= 4s
Dla 6; — 01 02 — 0 otrzymujemy

_ Hol g
ons

B
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3. Pole magnetyczne w punkcie P na osi ciasno nawinietego solenoidu o pro-
mieniu a, diugosci L, n zwojach na jed. diugosci, w odleglosci zy od koncowej
petli.

Korzystajac z wyniku dla pojedynczej petli mamy

poa’nl di

dB = Z
2 (242200 + 012+ a2)3/22

skad

L ~
wonlz 20+ L 20
B(P):/ dB = — 5 | -
0 2 \V(+L)2+a®> /zi+a

4. ZnaleZé indukcje magnetyczng w $rodku k—kgta foremmego. Dany jest pro-
mien R okregu wpisanego w wielokqgt.

Przyczynek od pojedynczego boku wynosi

B =2l (7).

gdzie N jest wersorem normalnym do plaszczyzny k—kata. Calkowite pole
wynosi zatem

B=kB; =

HokIh sin <W> .

AR k

5. ZnaleZ¢ indukcje w punkcie na ost obracajgcego sie dysku naladowanego z
gestosciqg o w odleglosci z od Srodka dysku.

7 definicji pradu powierzchniowego mamy
K:was:awséﬁ.

7 prawa Biota—Savarta

2m
uoaw/ / 28 + 5% BTS2 sde

(s2 + 22)3/2

OO WZ ( R? + 222 5 )
= -2z .
2 VR? + 22




3 ELEKTRODYNAMIKA 152

6. Pole magnetyczne w odleglosci s od osi cienkiego, nieskoriczonego przewodu
prostoliniowego

Zauwazmy, ze z symetrii wynika, ze B moze mieé¢ jedynie sktadowa azymu-
talng. Z prawa Ampere’a mamy zatem

I -
B=1"4,
27s

7. Pole magnetyczne wytwarzane przez pred powierzchniowy KX plyngcy po
plaszczyinie XY

Zauwazmy, ze ze wzgledu na nieskonczonos$¢ powierzchni B moze mieé tylko
sktadows y—owa. Z prawa Ampere’a mamy zatem

B _%MOKS’ dla z >0
+ipgKy  dlaz<0

8. Pole magnetyczne nieskoniczenie dlugiego solenoidu

Z prawa Ampere’a mamy

B = punlz = poKz.

9. Znalezé pole magnetyczne wytwarzane przez bardzo cienki pot nieskornczony
jednorodny magnes walcowy o magnetycznym momencie dipolowym na jed-
nostke diugosci o

Niech O oznacza jeden z koricow magnesu, drugi znajduje si¢ oczywiscie w
nieskoriczono$ci. Przyjmijmy uklad wspolrzednych cylindrycznych (s, ¢, 2)
o srodku O i osi z rownoleglej do magnesu. Przyczynek dB do pola magne-
tycznego w punkcie r = s8 + 2z od infinitezymalnego dipola dm = adz’
znajdujacego sie w (0,0, 2’) wynosi

dB =

pocedz’ 5 3s(2' — 2) 5 —2(z — 2')? — &?
4r[s2 + (2 — 2/)2)3/2 \ " 82 + (2 — 2/)? 2+ (z—2')?

Calkowite pole magnetyczne wynosi wiec

2/=—00

— o R . Hocx
dB— M __ .
/ZIZO 4 (s2 + 22)3/2 (8s +22) A"

B(r) =

Widzimy wiec, ze jest to pole monopola magnetycznego o tadunku magne-
tycznym «.
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3.2.4 Prawo Gaussa

Prawo Gaussa
Dywergencja indukcji magnetycznej jest zawsze rowna 0

V-B=0.

7 tw. Greena mozemy podaé¢ réwnowazng postac

deS:O.
S

3.2.5 Magnetyczny potencjal wektorowy

Wiemy, ze w ogdlnoéci V - B = 0. Z tw. o polach bezzrédtowych wynika z tego,

iz istnieje funkcja A(r) taka, ze

B(r) =V x A(r).

Funkcje A(r) nazywamy magnetycznym potencjalem wektorowym. Z prawa Am-

pere’a w magnetostatyce zachodzi

VxB=VxVxA=V(V-A) VA =poJ,

gdzie V2A = V2 A, X + VA, + V2 A, 2. Okazuje sig, ze zawsze mozemy wybraé
A w taki sposob, ze V - A = 0. Istotnie jesli A jest magnetycznym potencjalem
wektorowym dla pola B to potencjal A’ = A + Vf, gdzie f jest pewnym po-
lem skalarnym, rowniez jest potencjatem wektorowym dla pola B. Z powyzszego

jednak
V-A'=V.-A+V3f,

ale oczywiscie zawsze mozemy wybraé f w taki sposéb, ze V2f = -V -A. W

takim razie mamy

VQA = _,UOJ )
skad dla pradow dazacych do 0 w nieskoriczonosci

R

Ay =10 [T 4y o ZO/ K@) 15
TJs

_4.7TvR

e Dla jednorodnego pola magnetycznego

B(s,0,2) = Ba, Als,6.2) = 3sB.
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e Dla pola generowanego przez hipotetyczny monopol magnetyczny o tadunku
magnetycznym ¢
_ Hoqm 1 —cosf

dm
B(r.0,0) = 22%5r, A(r6.0) =

47 rsind

e Dla pola generowanego przez nieskonczony prostoliniowy przewodnik z pra-
dem o natezeniu [

B(s.0.9) =28, Als,0.5) =~ (%),

27s 27 a
gdzie a jest pewna stata.

e Dla pola generowanego przez idealny dipol magnetyczny m = mZz umiesz-
czony w Srodku uktadu wspédirzednych

Homsin @

B(r,0,¢) = ——=(2cos 0t + sin@é), A(r,0,¢) = yo
T

Hom
43

Gloéwng zaleta uzywania magnetycznego potencjatu wektorowego jest fakt, iz
dla pradéw dazacych do 0 w nieskonczonosci catki wyznaczajace A sa latwiejsze
do obliczenia niz bezposrednie catkowanie dB.

3.2.6 Energia pola magnetycznego

Jedli w pewnym obszarze istnieje pole magnetyczne B, to w tym obszarze zgro-
madzona jest energia o gestosci

1
s = — B2
240

3.2.7 Pola magnetyczne w materii

Jedli kawalek substancji magnetycznej umiescimy w zewnetrznym polu magne-
tycznym to substancja ta stanie sie namagnesowana. Miara tego namagnesowa-
nia jest wektor magnetyzacji M okreslajacy magnetyczny moment dipolowy na
jednostke objetosci substancji. Pole magnetyczne wytwarzane przez substancje o
magnetyzacji M jest takie jak od pradu objetosciowego J,y i powierzchniowego
K, danych wzorami

Jw=VxM, K,,=Mxn.
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Z prawa Ampere’a mamy wowczas
1
—VxB=Jsw+Jw) =Jsw + VXM,
Ho

skad wprowadzajac wektor natezenia pola magnetycznego H = %B — M otrzy-
mujemy
VxH=Js.

Analogicznie jak w elektrostatyce Js oznacza rozklad pradéw swobodnych, tj.
niezwigzanych z materig substancji magnetycznej. Powyzsze réwnanie nie wyzna-
cza H jednoznacznie, gdyz w przeciwienstwie do B jego dywergencja nie jest w
og6lnosci rowna 0 i musimy ja wyznaczy¢ znajac M

V-H=-V -M.

Osrodki liniowe

Dla oérodkéw liniowych, jednorodnych i izotropowych zachodzi
M = xH,

gdzie H jest wypadkowym natezeniem pola magnetycznego pochodzacym zaréwno
od J,w i Jsw, & Xm to tzw. podatnosé magnetyczna. W liniowym osrodku mamy,
zatem

B = pu(H+M) = po(l +x)H = pouH,

gdzie p jest wzgledna przenikalnoscia magnetyczng osrodka.

3.2.8 Warunki brzegowe w magnetostatyce

Niech § oznacza brzeg pewnego obszaru V. Wowczas warunki brzegowe na po-
wierzchni § maja postac

° Bi_ad - B;J)_Od =0

. gl

nad

I
- Hpod = Ksw,

gdzie indeksy nad i pod oznaczaja, ze bierzemy odpowiednio sktadowe réwnolegle
lub prostopadte do S tuz nad lub tuz pod ta powierzchnia.
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3.3 Stacjonarne réwnania Maxwella

Elektrostatyka opisuje pole elektryczne pochodzace od stacjonarnych rozktadéw
ladunku, natomiast magnetostatyka opisuje pola magnetyczne od stacjonarnych
rozkladéw pradow. Cala elektrostatyka opiera si¢ na dwoch faktach do$wiad-
czalnych: prawie Coulomba i zasadzie superpozycji. Cata magnetostatyka z kolei
opiera sie na prawie Biota—Savarta i zasadzie superpozycji. Najbardziej eleganc-
kim sformulowaniem elektro— i magnetostatyki jest jednak oparcie si¢ na réwna-
niach opisujacych rotacje i dywergencje pél E i B. Sformutowanie to jest zawarte
w postaci czterech stacjonarnych réwnan Maxwella

VxE=0, V.E=-~
€0

VxB=pudJ, V-B=0.

Roéwnania te (wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi) pozwalaja znalezé
stacjonarne pola E i B dla dowolnych stacjonarnych rozktadow, nie méwia jed-
nak nic o oddzialywaniu tadunkéw elektrycznych z tymi polami. Trzeba je wiec
uzupelnié¢ o wzér na site Lorentza

F=qgqE+qvxB.

Powyzsze pieé¢ réwnan jest réwnowaznym sformulowaniem elektro— i magnetosta-
tyki.
Jedli w zagadnieniu nie wystepuja swobodne tadunki lub prady to cztery rownania
Maxwella mozemy przepisa¢ do postaci
VxE=0, V-D=0
VxH=0, V-B=0,
ktore uzupelnione o réwnania materiatowe
D=¢E+P
B = poH + poM

wyznaczaja pola generowane przez spolaryzowane i namagnesowane substancje.
Zauwazmy niesamowita symetrie tych rownan. Istotnie stosujac podstawienia

Ei—>H, D'—)B, Pi—>u0M, €0 — Mo

mozemy zamienié¢ problem elektryczny na réwnowazny problem magnetyczny, na-
tomiast stosujac podstawienia odwrotne: problem magnetyczny na elektryczny.
Korzystajac z tych podstawien mozemy podaé rozwigzania nastepujacych proble-
mow.



3 ELEKTRODYNAMIKA 157

Zadania.

1. ZnaleZé indukcje B wytwarzang przez idealny dipol magnetyczny m umiesz-
czony w Srodku ukladu wspdlrzednych zgodnie z 0sig z

Pole elektryczne idealnego dipola elektrycznego jest dane wzorem

__Inl
4degrs

Edip(1) (2 cos OF + sin 06) .

W problemie tym nie wystepuja tadunki swobodne, a polaryzacja P jest

zerowa w dowolnym punkcie poza poczatkiem ukltadu wspoétrzednych, gdzie

ma osobliwosé. Stosujac podstawienia E — H, P — poM, € — po

otrzymujemy wiec, ze natezenie pola magnetycznego H dipola wynosi
fio|m|

Hgip(r) = 1 5 (2cos O + sin 00) .
THOT

Wykorzystujac rownanie materialowe B = poH + poM oraz fakt, ze M = 0
w dowolnym punkcie réznym od 0 otrzymujemy

i fo|m|

Buip(r) = pioHaip (r) = 7~ (2 cos 0F + sin 09) .
Dipol magnetyczny posiada w zewnetrznym polu B energie W = —m - B,

dziala na niego sita F = V(m - B) i moment sily I' = m x B.

2. Znalezé indukcje B w dowolnym punkcie X jednorodnie mamagnesowanej
kuli o magnetyzacji M

W przypadku jednorodnie spolaryzowanej kuli mamy

1

B(X) =~

W problemie tym nie wystepuja ladunki swobodne, a polaryzacja jest dana.
Stosujac podstawienia E+— H, P+ uoM, €+ po otrzymujemy wiec,
ze natezenie pola magnetycznego w punkcie X jednorodnie namagnesowanej

kuli wynosi

H(X) = —%M.

Indukcja pola magnetycznego wynosi wiec

2
B(X) = puo(H +M) = 2poM.
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Zauwazmy, ze poniewaz jednorodnie namagnesowana kula odpowiada pra-
dowi J = 0 wewnatrz kuli i K = M sin ¢ na powierzchni, wiec mozemy po-
dac rozwiazanie dla sfery o promieniu R natadowanej z jednorodna gestoscia
tadunku o obracajacej sie z predkoscia w. Istotnie podstawiajac M = cwR
otrzymujemy

2
B(X) = gluoaRw .

3.3.1 Sily dzialajace na dielektryki i magnetyki

Wyciagajac dielektryk z kondensatora lub rdzen magnetyczny z cewki energia
uktadu zmienia sie o wykonana prace. W przypadku, gdy na kondensatorze utrzy-
mywane jest stale napiecie lub staly prad w cewce, sitla F' dzialajaca na materiat
spelnia réwnanie

AW = —Fdz +dWe ,

gdzie W = fv »dV, a Wg jest energia wydatkowana przez zrédto napiecia lub
pradu. Dla kondensatora mamy

1
W = 5(J(Q:)UQ, dWe =Udg =U?dC

skad otrzymujemy

Uzdc dC U?dcC
¢ 2 dx +U dx 2 dx

Dla cewki mamy natomiast
1
W= 5L(z)ﬂ, dWe =Udg = I?dL ,

skad otrzymujemy

_ IPdL | ,dl PPl dW
L= 2 dx de  2dx dz

Zadania.

1. Dwie dlugie wspdtosiowe cylindryczne metalowe rury o promienach a i b
ustawione sq¢ pionowo w zbiorniku z dielektrycznym olejem o gestosci o i@
podatnosci x. Napiecei miedzy rurami wynosi U. Na jakq wysokosé podniesie
ste poziom oleju miedzy rurami.
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Sita elektryczna dziatajaca na ciecz wynosi

dWw

o= —
C= Qg

gdzie x jest wysokoécia cieczy miedzy rurami, a W energia zmagazynowana
w polu elektrycznym kondensatora. Mamy

W = %1dV+/ o dV
V1 Va

gdzie
n = %eoEz, ny = %eo(l +x)E2.
Zgodnie z wcze$niej wyprowadzonym wzorem
_ U
sln(b/a)’

skad otrzymujemy

O
{1+ 2162(22/a / /27r/ 2o dsdods

_ meqU? . meqU?
= ey LT UG

x.

7 powyzszego zatem

meoU? meqU? _ mxeoU?
/e T N0 T e

Sita ta nie zalezy od poziomu cieczy x. W stanie réwnowagi mamy

Fo=-—

mxeoU 2 2 2
= b° —
skad ostatecznie
mXUQ
Tro —

eg(b* — a®)In(b/a)
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3.4 Elektrodynamika
3.4.1 Prawo Ohma

Aby mégl pltynaé prad elektryczny na ladunki musi dziataé¢ wypadkowa sita. Dla
wiekszosci materialéw gestosé pradu J jest wprost proporcjonalna do sity dziata-
jacej na jednostkowy tadunek. W przewodniku sita dzialajaca na tadunki jest sita
Lorentza f = E + v x B. W wigkszosci przypadkéw drugi czton mozna pominaé
i wowczas otrzymujemy prawo Ohma

J=0cE = 1E,
1
gdzie o to tzw. konduktywnos¢ materiatu, a ¢ to rezystywnosé materiatu. W
przypadku stacjonarnym w przewodniku E = 0. Zauwazmy, ze dla doskonalego
przewodnika ¢ — oo réwniez gdy plynie przez niego prad J to E = 0, a zatem
¢ = const. W praktyce metale sa na tyle dobrymi przewodnikami, ze mozemy
traktowaé je jako doskonate. W przeciwienstwie do nich oporniki zrobione sa z
materiatéw stabo przewodzacych. Jesli dany jest oérodek o pewnej konduktywno-
Sci otaczajacy dwa przewodniki, to natezenie pradu ptynacego miedzy elektrodami
jest wprost proporcjonalne do napiecia miedzy nimi. Stata proporcjonalnosci na-

zywamy rezystancja

U
R_T'

Twierdzenie. Niech V bedzie jednorodnym, izotropowym obszarem o konduk-
tywnosci ¢ otaczajacym dwa przewodniki S1, S2. Wowezas iloczyn pojemnosci
uktadu C' i jego rezystancji R wynosi

RC =20
g

Istotnie z prawa Ohma mamy

I:%J-dszafE-ds,
S S

gdzie S jest dowolng powierzchnia zamknieta, wewnatrz ktérej znajduje sie tylko
jeden z przewodnikow. Z prawa Gaussa natomiast mamy

fE.dszq.
S €0

7 powyzszego
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1. Rezystancja opornika o stalym przekroju poprzecznym o polu S i dtugosci

1 z
R=o—.
°s

2. Rezystancja uktadu skladajacego sie z dwoch dtugich wspoétsrodkowych wal-
cOw o promieniach a, b i dtugodci [.

_ In(b/a)
k=e 2rl

3.4.2 Prawo Childa—Langmuira

W diodzie prozniowej elektrony wyparowuja z goracej uziemionej katody o po-
tencjale rownym 0 i przemieszczaja sie ruchem przyspieszonym przez przerwe w
kierunku anody, na ktérej utrzymywany jest potencjat V. Chmura elektronéw
poruszajacych sie w przerwie szybko sie¢ powicksza, az pole na powierzchni ka-
tody zostanie zredukowane do 0. Od tego momentu miedzy plytami ptynie staty
prad. Chcemy wyznaczy¢ zalezno$é I(V'). W stanie stacjonarnym potencjal mie-
dzy elektrodami jest wyznaczony przez jednowymiarowe réwnanie Poissona

d*p  p(z)

— +

da? €0 =0

Gestosé p(x) mozemy wyznaczy¢é korzystajac ze wzoru
I =n(z)Seu(z) = p(x)Su(x),

gdzie S jest powierzchnia elektrody, a u(z) jest predkoscia dryfu elektronéw w
odlegtodci = od katody. Z prawa zachowania energii

%muQ(a:) —ep(z) = —ep(0) + 0T =~ —ep(0),

gdzie 0T jest energia kinetyczna, jaka posiadaja elektronu w zwiazku z ich wypa-
rowaniem z powierzchni katody. Z powyzszego zatem

plo) = — e () — 0(0) .

Warunkami brzegowymi sa ¢(0) =0, ¢(d) =V i ¢/(0) = 0, zatem mamy

d?¢ _
Epe) = o I/Q(x) )
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skad przez elementarne calkowanie otrzymujemy

2/3
o= () o

gdzie

7 powyzszego zatem

d)y=V =13 <> ',
e(d) TeoSv/ae

4e0S [2e
I(V) = ( 9;2 ‘/m> V32

3.4.3 Sila elektromotoryczna

czyli

Sile elektromotoryczna (SEM) definiujemy jako réznice potencjaléw miedzy bie-
gunami ogniwa w przypadku ogniwa otwartego. Réwnowaznie jest to catka krzy-
woliniowa z sily dzialajacej na jednostkowy tadunek w zrédle SEM

B+ Fsource B+
&= -dl = / fsource - dl
B_ q -

3.4.4 Cieplo Joula

W wyniku przeptywu pradu elektrycznego na oporniku wydziela sie ciepto o mocy

U dg , U2
dt R

3.4.5 Indukcja elektromagnetyczna

Bedziemy oznaczaé ¢ — strumien B przez powierzchnie S. Jedli prostokatny obwdd
jest wyciaggany z obszaru jednorodnego pola magnetycznego B ze stala szybkoécia
v w taki sposéb, ze jego bok ab, |ab] = w jest réwnolegly do brzegu tego obszaru
to na tadunki w odcinku ab dziala sita Lorentza quB. Indukowana SEM jest zatem
rowna

w
5:/ vBdx =vBw.
0
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Wynik ten mozemy zapisa¢ rowniez przy uzyciu strumienia B, gdyz ® = Bwz i
T = v, zatem

do

-5

Powyzsze réwnanie mozna stosowaé¢ réwniez do nieprostokatnych obwodéw po-
ruszajacych sie w dowolnych kierunkach w niejednorodnym polu (obwody nie
musza nawet zachowywacé swoich ksztaltéw!). Jest to tzw. regula strumienia. Na~
lezy jednak pamietaé, ze SEM indukowana w obwodzie moze by¢ dwojakiego
pochodzenia tj. moze by¢ generowana przez site Lorentza dziatajaca na porusza-
jace sie w przewodniku tadunki lub przez wirowe pole elektryczne generowane na
skutek lokalnej zmiany indukcji magnetycznej. Regula strumienia taczy te dwa
przypadki pod postacia jednego wzoru, jednak w niektérych uktadach istnieje
niejednoznacznosé¢ co do wyboru fikcyjnego obwodu dla ktérego obliczamy § f - dl
(np. dynamo Faraday’a, doswiadczenia Heringa i Cullwicka). Wéwczas mozna
skorzystaé z reguly Cartera (,,The Electromagnetic Field In Its Engineering Ap-
plications” (1968), G.W. Carter).

g:

Regutla Cartera

Reguta strumienia daje prawidtowe wyrazenie na SEM mierzona przez galwano-
metr w dowolnym uktadzie, jesli tylko fikcyjny (lub rzeczywisty) obwdd ¢ uzyty
do obliczenia fe f - dl zostal wybrany w taki sposéb, iz jego fragment zawarty w
poruszajacej sie czedci ukladu porusza sie wraz z ta czedcia w taki sam sposéb i
w zadnym momencie ruchu nie nastepuje skokowa zmiana strumienia magnetycz-
nego przechodzacego przez £.

Prawo Faraday’a

W 1831 r. Michael Faraday opublikowal wyniki serii eksperymentéw, z ktérych
idee trzech mozna opisa¢ nastepujaco.

o FEksperyment 1. Przemieszczamy petle z drutu w niejednorodnym polu ma-
gnetycznym. W petli ptynie prad elektryczny.

o FEksperyment 2. Przesuwamy magnes przy nieruchomej petli. W petli ptynie
prad elektryczny.

o FEksperyment 3. Petla i magnes pozostaja w spoczynku. Zmieniamy nato-
miast indukcje pola magnetycznego. W petli plynie prad elektryczny.

Pierwszy eksperyment jest przykladem SEM indukowanej przez site Lorentza.
Zauwazmy jednak, ze przyczyng powstawania SEM w 2. i 3. eksperymencie nie
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moze by¢ sita Lorentza, gdyz obwdd si¢ nie porusza. Okazuje sig, ze zmiana pola
magnetycznego indukuje pole elektryczne.

Prawo Faraday’a
W ogélnym przypadku rotacja pola elektrycznego wynosi

0B
E=—.
V x 5

Reguta Lenza
Natura nie znosi zmiany strumienia magnetycznego.

Indukowane pole elektryczne

Odkrycie Faraday’a méwi nam, ze istnieja dwa rodzaje pdl elektrycznych: pola
bezposrednio zwigzane z istnieniem tadunkéw elektrycznych i pola elektryczne
zwiazane ze zmianami pél magnetycznych. Pierwsze mozemy obliczyé¢ (w przy-
padku stacjonarnym) z prawa Coulomba, drugie z prawa Faraday’a.

3.4.6 Indukcyjnosé

Zalézmy, ze mamy dwie nieruchome, przewodzace petle. Powiedzmy teraz, ze na-
tezenie pradu w pierwszej petli wynosi I7. Wowczas strumien pola magnetycznego
(wytwarzanego przez pierwsza petle) przez pierwsza petle wynosi @1, a przez
druga ®12. Te strumienie sg wprost proporcjonalne do I;, co wynika z prawa
Biota—Savarta. Istotnie mamy

I dl - dl
By = Blngz/(VxAl)ngz Al.le“Olfj[l?.
82 82 fz 47T Z2 Zl R

Indukcyjnos$é¢ wlasng Ly petli 1 definiujemy jako

081

L= —
1 i

Indukcyjnos$é wzajemng petli 1 i 2 definiujemy jako

Q12
My = —
12 -[1
Analogicznie mamy
I 03 Dy
2= 5 21 = ——
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7 powyzszego zachodzi

1 1
M12—M21—]4]4d1 dz.

Jest to wzor Neumanna.

e Dla solenoidu mamy oczywiscie

MoNQS

L=
l b

gdzie N jest liczba zwojéw, S — polem przekroju poprzecznego solenoidu, [
— dtugoscig solenoidu.

o Dla uktadu dwéch wspétsrodkowych solenoidéw o promieniach a, b (b > a)
i dlugosciach 1, Iy (I > 1,) i liczbie zwojéw N, Np

M— M()NalNlﬂm2 .
b

Chcemy teraz wyznaczy¢ energie zmagazynowang w takim ukladzie, gdy na-
tezenie pradu w petli 1 wynosi 1, a w petli 2 I5. Mamy

dW = Ui dgq1 + Uz dgs ,
ale z prawa Faraday’a

d®; N d®;;
dt dt ’

U; =
zatem

dW = L d® + I dPoy + 5 dPy + o dPyo
= (Llll + M12[2) d[l + (LQIQ + Mglfl) dIQ .

Zauwazmy, ze to wyrazenie ma posta¢ F - dl, gdzie
F = [[, Fy] = [L11y + Maolo, Lols + Mo 1], dl = [dIy,dI3].

Energia W bedzie zatem réwna calce krzywoliniowej w przestrzeni (11, I3). Za-
uwazmy jednak, ze W nie powinno zaleze¢ od drogi w przestrzeni (11, I3), czyli
rotacja F powinna by¢ réwna 0, skad

L1 +M21.[2) Loy +M12]1) 0,

a5, a1, ¢
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zatem Mo = Ma, bedziemy wiec oznaczaé¢ Mis = Mo = M Wybierajac krzywa
w postaci fragmentu prostokata o bokach réwnolegtych do osi 11, Is otrzymujemy

I Iz 1 1
W = / Fy(I1,0)dI; +/ Fy(I, 1) dl, = 5Llff + ML+ 51:2122.
0 0
Oczywiscie dla pojedynczej petli wzdr ten redukuje sie do znanego wyrazenia
1
W =_LI*.
2

Zauwazmy, ze W mozna tez obliczy¢ jako

2
W:/%de:/BdV,
v v 2H0

poniewaz sz, jest Scisle nieujemne, zatem W > 0, czyli
1 1
5111]12 + ML+ §L2122 >0.

dla kazdego I, I>. Traktujac lewa strone jako wyrazenie kwadratowe zmiennej Iy
musi zatem zachodzi¢
A=TI3(M?—-1,1,) <0,
skad
M?* < ILiLsy.

Zadanie.

Dane sq trzy cewki (1,2,3), kazda o indukcyjnosci wlasnej L. Indukcyjnosé wza-
jemna w parach (1,2) i (2,3) takze wynosi L. Wykaz, Ze indukcyjnosé wzajemna
w parze (1,3) réwniez wynosi L.

Wyznaczmy energic zmagazynowana w uktadzie, gdy w cewkach ptyna prady
o natezeniach odpowiedni Iy, I, Is. Oznaczmy Li3 = L3; = M. Mamy
dW =dI (LIl + LI, + Mlg) +dls L(Il + Is + I3) + di3 (MIl + LIy + LIg)
= Fydl + FodIs, + F3dIs .
Latwo sprawdzié¢, ze w przestrzeni (I1, 2, I3) zachodzi V x [Fy, Fy, F3] = 0. Wy-
bierajac krzywa catkowania bedaca fragmentem prostopadloscianu otrzymujemy

I I I3
W = Fl(I{,o,O)dIH/ Fy(I1,15,0) d11+/ F3(Ih, I, I3) dI}
0 0 0

1
= 5L(Il2 + 12+ 13) + L(IL Iy + LI3) + M1 I3
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Oczywiscie tak jak poprzednio W > 0 dla dowolnych Iy, I, I3, zatem
2 M 2 2
Iy +2 12+fl3 Il—f-(IQ +2[2[3+13)20,

dla dowolnych I, Iy, Is, skad

M M
A=L(——1)(2L+I3+—1I3) <0.

Jedyna mozliwo$cia, aby powyzsze rownanie byto spetnione dla dowolnych Is, I3
jest M = L, co konczy dowdd.

3.4.7 Prawo Ampere’a—Maxwella

Rozpatrzmy ponownie prawo Ampere’a. Zauwazmy, ze biorac obustronnie dywer-
gencje otrzymujemy
0=V-(VxB)=puV-J.

Widzimy, ze lewa strona jest tozsamo$ciowo réwna 0, natomiast prawa wynosi
0 tylko dla pradéw stacjonarnych. Maxwell poprawil prawo Ampere’a dodajac

czton MOEO%—E}:

OE
VXB:#OJﬂLMoﬁOEa

dzieki czemu wziecie obustronnie dywergencji powadzi nas do réwnania ciagtosci,
gdyz V - E = p/ey. Dzigki tej poprawce teoria jest pelna, réwnanie ciaglosci
jest jej konsekwencja, a nie dodatkowym zalozeniem oraz istnieje w niej pickna
symetria: tak jak zmienne pole magnetyczne generuje wirowe pole elektryczne,
tak tez zmiana pola elektrycznego indukuje pole magnetyczne.

3.4.8 Roéwnania Maxwella

Caly klasyczng elektrodynamike mozna sformutowaé¢ za pomoca pieciu rownan.
Cztery rownania Maxwella wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi pozwa-
laja nam wyznaczy¢ pola E, B dla dowolnych rozkladow tadunkow i pradow,
natomiast wzoér na site Lorentza opisuje oddzialywanie tadunkéw z tymi polami.
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Réwnania Maxwella

vxE--B gEg-’
ot €0

OE
VXB:[L()J—I-/L()EOE, V-B=0

Sita Lorentza
F=gqE+qvxB

W przypadku oérodkéow materialnych wygodniejsza w uzyciu postacia rownan
Maxwella jest

OB

E=_—"_ ‘D = paw

V x 5 v p
VXH:JSW+—%Dt, V-B=0

gdzie psyw, Jsw to odpowiednio gesto$é objetosciowa tadunku swobodnego (nie-
zwigzanego z materia osrodka) i gesto$¢ pradu swobodnego. Réwnania te musimy
uzupehié¢ zwiazkami materiatlowymi

D=cE+P, B=p(H+M).

3.4.9 Warunki brzegowe w elektrodynamice

W elektrodynamice warunki brzegowe maja identyczna postaé jak odpowiednie
warunki w elektro— i magnetostatyce t;.

gl

[
E pod’

— L I —
nad — Dnad - Dpod = Osw

i i
BL, =B HI

o _
pod » nad Hpod = Ksw

3.4.10 Twierdzenie Poyntinga i zasada zachowania momentu pedu

Rozwazmy obszar V, w ktérym znajduja si¢ niezerowe tadunki. Elementarna praca
wykonana przez sile Lorentza nad tymi tadunkami wynosi

6W:F‘dl:/p(E+va)dV‘vdt,
v
skad otrzymujemy

2
aw _ J.Edvz/dv<1(vXB).E_€08E)_
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Korzystajac z tozsamoséci V- (a x b) = (V x a)-b — (V x b) - a otrzymujemy
zatem

(VxB)-E:—V-(ExB)+(VxE)-B:—V-(EXB)—B-%]j,
skad
dw 1 0 (eFE? B2
dt__/vdv(uov (E x B) + at< 5 +2M0>>

Korzystajac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego otrzymujemy ostatecznie
dw d E2 B?
=4+ / <0 av = 7{ S-da .
dt dt v 2/10

Jest to tzw. twierdzenie Poyntinga, gdzie wektor S := iE x B nazywamy wek-
torem Poyntinga. Z powyzszego widzimy, iz catka powierzchniowa z S po po-
wierzchni zamknietej ograniczajacej pewien obszar V jest réwna zmianie energii
tego obszaru w czasie, inaczej energii wplywajacej lub wyplywajacej z tego ob-
szaru w jednostkowym czasie.

Jedli w pewnym obszarze istnieja pola E i B to w tym obszarze zmagazyno-
wany jest moment pedu o gestosci

Loy =T X ey =T X (0E X B) = ¢gE(r-B) — ¢B(r- E),

gdzie g = ppegS jest gestoscia pedu pola EM, a S = iE x B. Calkowity moment
pedu wynosi zatem

Ltot = Lmech + / eem dv
%

i tak zmodyfikowany moment pedu spelnia klasyczne zasady zachowania.

3.4.11 Lagranzjan dla czastki naladowanej w polu elektromagnetycz-
nym

Rozpatrzmy punktowa czastke naladowang o tadunku e i masie m umieszczona w
obszarze pola elektrycznego E(r, t) i pola magnetycznego B(r,t). Chcemy wyzna-
czy¢ trajektorie czastki r(¢) dla zadanych warunkéw poczatkowych r(tg), r(to).
Zgodnie z II zasada dynamiki oraz wzorem na site Lorentza mamy

= —[E(rt)+1 xB(r,t)] .
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W wielu zagadnieniach wygodniej jest jednak postugiwaé sie formalizmem La-
grange’a. Chcemy zatem znalezé funkcje L(r,¥,t), taka Ze réwnania Lagrange’a
odtwarzaja powyzsze rownanie. Okazuje sig, ze funkcja

_ mi?

spelnia ten warunek, przy

E—-vv-22 B_vxA.
ot

Jako przyklad rozpatrzmy ponizsze zadanie.

Jeden koniec sztywnego, niewazkiego preta o dtugosci [ jest przymocowany do
punktu (0,0,0), zas do drugiego konca przymocowano niewielka kulke o masie m
i tadunku ¢. Caly uklad znajduje sie w niewazkosci w jednorodnym polu magne-
tycznym B = [0, 0, B] skierowanym pionowo do géry. Poczatkowo kulka znajduje
sie w punkcie (1,0,0) i ma predko$¢ vo = [0,0,v] skierowana pionowo do gory.
Wyznacz maksymalna wspélrzedna z osiagana przez kulke w trakcie jej ruchu.

Rozwiazanie. W rozwigzaniu skorzystamy z formalizmu Lagrange’a. Lagrangian
punktowej czastki o masie m i tadunku g w polu elektromagnetycznym E, B ma
postaé

-2

r

L="0—q(V-i-A),

gdzie E = —VV — 0;A, B = V x A. W naszym zadaniu oczywiécie V = 0 i
A = %Br sin f¢. Poniewaz ruch czgstki jest ograniczony do powierzchni sfery o
promieniu [, wiec naturalnym wyborem wspotrzednych uogélnionych sa katy 6 i
¢ zdefiniowane jako

xr=1Isinfcos¢p, y=Isinfsing, z=1I1cosh.
Lagrangian ma zatem postaé

2. . BI? .
L= %(02 + ¢ sin20) + %gf)sinQQ.
Do rozwigzania zadania wystarczy nam znajomo$é¢ dwoch catek ruchu dla powyz-
szego ukiadu. Istotnie, poniewaz sktadowa magnetyczna sity Lorentza nie wyko-
nuje pracy, wiec w dowolnym momencie ruchu
2 . .
%(92 + ¢%sin? @) = const.
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Jednoczesnie zauwazmy, ze z powyzszej postaci lagrangianu wynika, iz wspol-
rzedna ¢ jest cykliczna, zatem

oL ; BI?

— =ml%¢psin®0 + Kl sin? # = const.

f3l0) 2
Oznaczmy powyzsze calki ruchu odpowiednio przez & i J. Korzystajac z wa-
runkéw poczatkowych mamy oczywisdcie & = %va iJ = %quQ. Jednoczesnie
przypomnijmy, ze z = lcosf i 2 = —0lsin 6. Z (5) mamy zatem

é N qB 22
~ 2mi?sin? 6’
co po podstawieniu do (4) daje
2
PR =P PR (qB> -
2m

Maksymalne z musi odpowiadaé¢ Z = 0, zatem

Fm = qB m

2 Blv\?
EN u4+<q v).

. . . . 2R2712,,2
Zauwazmy, ze zm < [, istotnie, v + %

zachodzi tylko dla 2L = 0,

2R272 , .,
< (v + qﬁﬂl )2, przy czym réwnosé
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3.5 Fale elektromagnetyczne

W obszarze wolnym od jakichkolwiek tadunkéw i pradéw rownania Maxwella maja
postaé

VxE:——aB , V-E=0
ot
OE
B = [igcg— ‘B =
V x ,LL(]E()at s \% 0

Stosujac operator rotacji do réwnan z pierwszej kolumny mamy

O’E
VXVXEZV(VE)—AE:—MOEOW

2B ?
VxVxB:V(V-B)—AB:—uon%ﬁ

skad otrzymujemy dwa tréjwymiarowe rownania falowe

0’E
AE = MOEOW
0°B
AB = MOGOW

7 réwnan Maxwella wynika wiec, iz w pustej przestrzeni mogg istnie¢ fale elek-
tromagnetyczne poruszajace sie z szybkoscia

rowng szybkosci Swiatta w prézni. Sensowne wydaje sie wiec przyjaé, iz Swiatto
jest falg elektromagnetyczna.

3.5.1 Fale plaskie
Rozpatrzmy najprostsze nietrywialne rozwiazanie powyzszych tréojwymiarowych
rownan falowych w postaci

E(r,t) =Eof(k-r —wt)

B(r,t) = Bof(k-r —wt) ’

gdzie f jest pewna funkcja, natomiast Eg, By, k, w to state. Fale takie nazywamy
falami ptaskimi, gdyz w kazdej chwili wektory E i B sg jednakowe w obrebie
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dowolnej ptaszczyzny prostopadlej do wektora falowego k. Podstawiajac te roz-
wigzania do rownan falowych otrzymujemy zaleznosé taczaca k i w dla fal ptaskich

w  27/T

ko 2m/\°

Na stale Eg, Bg nalezy jednak nalozy¢ dodatkowe warunki tak, aby powyzsze
rozwigzania spelnialy pierwotne réwnania Maxwella. Istotnie kazde rozwiazanie
réwnan Maxwella spelnia powyzsze réwnania falowe, ale twierdzenie odwrotne nie
jest prawdziwe.

Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, iz fala rozchodzi sie wzdiuz osi z tj.
k =[0,0, k]. Wéwczas rozwiazania maja postaé

E(z,t) = Eof(kz — wt)
B(z,t) = Bof(kz — wt)

Zréwnan V-E =01 V- B = 0 otrzymujemy

of of

EF2L — 0’ z7J 0’
09z 09z

skad ze wzgledu na fakt iz rownania te musza obowiazywaé dla wszystkich z, t

otrzymujemy Ej = Bj = 0, zatem fala elektromagnetyczna jest fala poprzeczna.

Prawo Faraday’a i prawo Ampere’a—Maxwella daja ten sam warunek w postaci

of of
[_E(Z)/7E(Q)C7O]E = _[38073370]57

ale oczywiscie

of of

o el

ot 0z’
zatem otrzymujemy

1 1

T __ Y Yy _ x
BO__EEO7 BO—EE07

co mozemy zapisaé jako
1~
Bo = -k x EO .
c

Widzimy wiec, iz dla ptaskiej fali elektromagnetycznej kierunki drgan pél E i B
sa wzajemnie prostopadle i prostopadle do wektora falowego k oraz amplitudy
drgan spelniaja

Ey

By c.
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Wektor p zdefiniowany jako
Eo

PZ*E*O

nazywamy wektorem polaryzacji fali ptaskiej. Oczywiscie zachodzi P - k = 0.

Natezeniem [ fali elektromagnetycznej nazywamy $redniag moc fali przecho-
dzaca przez jednostkowa powierzchnie rownolegla do czota fali réwna $redniej z
wektora Poyntinga

1

1 X X L1
I'=— (ExB) k=— (kE?f’(k-r—wt)) k= —E2{(f* (k- r —wt
(B xB) k= (KB ) k=B )

3.5.2 Fale elektromagnetyczne w materii

W przypadku materii pod nieobecnos$é¢ swobodnych tadunkow i pradéw réwnania
Maxwella majg postaé

VxE:—a—B , V-D=0
ot

VXH:B—D , V-B=0
ot

W przypadku jednorodnego, izotropowego i liniowego osrodka zwiazki materia-
towe miedzy wektorami E, D i H, B maja postaé

D=cE, B=uH,

co po podstawieniu daje

0B

VxE=—-— , V-E=0
ot
OE
VxBf,ue—at , V-B=0

Analogicznie réwnania te implikujg fale elektromagnetyczne o identycznych ce-
chach jak w pustej przestrzeni, ale poruszajace sie z szybkoscia

I A S N
k Jue Jurer n’
gdzie n := /ur€ jest bezwymiarowym wspdlczynnikiem zalamania Swiatta w

danym osrodku. Wéwczas
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B(r, ):—kxE( £)

= — 2kor—w
I= WEO (f(k t))

3.5.3 Notacja wskazowa
Rozwazmy fale elektromagnetyczna szczegdlnej postaci
E(z,t) = Egelkz—wt) B(z,t) = Byel(kz—wt)

gdzie wprowadziliSmy notacje wskazowa (z ang. phasor), w ktérej definiujemy

wskazy Eg, By jako

Eg = e 6% + eyei”y + .62 = 6, %+ ¢ Y +E:2
0 = b€ 9% + byePy + b5 = b, x + b,y + bz

gdzie ey, ey, €., by, by, bz, a, B, 7, &, 1, ( sa pewnymi stalymi nalezacymi do R.
Aby powyzsza fala spelniata réwnania Maxwella musi zachodzié

e, =b,=0

oraz

. . . 1 .
r = —— = —€, .
b e e b,el? et
c ¥ c

Wéwezas taka ,,zespolona fala” spelnia réwnania Maxwella, przy czym oczywiscie
rzeczywista fala jest dana przez czesci rzeczywiste powyzszych wyrazen na E i B.
Fale taka nazywamy monochromatyczna fala ptaska. Postugujemy sie postacia
zespolona, gdyz znacznie upraszcza ona operacje algebraiczne w przeciwienstwie
do jawnego uzywania funkcji trygonometrycznych.

Zauwazmy, ze powyzsze wyrazenia opisujg nie tylko fale liniowo spolaryzowane
(gdy n = &), ale r6wniez w ogdlniejszym przypadku fale spolaryzowane eliptycznie.
Istotnie dla ustalonego z mamy

E.(t) =egzcos(wt+6—1n), Ey(t)=eycos(wt+6d—¢),
gdzie 6 = —kz.

Rozpatrywanie jedynie spolaryzowanych liniowo monochromatycznych fal pta-
skich jest wystarczajaco ogdlne, gdyz niemal dowolna liniowo spolaryzowana fale
ptaska mozna przedstawi¢ jako ,sume” takich fal o réznych czestosciach i odpo-
wiadajacych im réznych amplitudach.
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3.5.4 Falowody

Falowodem nazywamy nieskoniczona, prostoliniowa ,rure” o stalym przekroju po-
przecznym, ktorej przekrdj poprzeczny jest jednospdjnym obszarem ograniczonym
D, na ktorego brzegu 0D warunki brzegowe dla p6l E i B maja postaé

E =0, B =0,

gdzie || oznacza skladowa styczna do powierzchni falowodu, a L skladowa pro-
stopadla. Warunki te sa rownowazne ze stwierdzeniem, iz $cianki falowodu sa
wykonane z doskonalego przewodnika.

Poszukujemy zatem rozwigzan réwnan Maxwella

oE, OE, OF, 0B, 0B, 0B.

6x+8y+3220’8$+8y+6220
OE., OE, OB, 8B, 0B, 109E,
oy 9z ot 1 oy 9z 2 Ot
OE, OE. 0B, B, 0B, 10E,
9z oz ot Bz_ax_(:28t
0B, OE, 0B, B, 0B, 10E,
or  dy ot ' dx Oy 2 ot

ktére spetniaja warunki brzegowe B = 0, Ej = 0 na powierzchni (wewngtrznej)
falowodu. Bedziemy poszukiwali rozwiazan szczegdélnej postaci

E(r,t) = Bo(z,y)!* )  B(r,t) = Bo(z,y)e =7,
gdzie
Eo(,y) = éx(z,y)% + & (2,9)§ + &:(2,9)2
Bo(z,y) = be (2, y)& + by(2,9)3 + ba(2,9)2

przy czym na razie zakladamy, iz é(z,y) : R? — C i b(z,y) : R? — C. Podstawia-
jac powyzsze wyrazenia do praw Faraday’a i Ampere’a—Maxwella mozna wyrazié
€z, €y, by, by za pomocy €., b, wzorami

o i kaéz b,

o= (w/c Oz ay

3 dé,  0b,

i w/c (’“ /%)

. b, w 8ez ’
bo = w/c (w/e)?2 — k2 (k dr 2 dy >
P b, w 9e,

v w/c (w/e)2—k2 \" oy T EX
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przy czym skladowe é., b, spelniaja réwnania

9%, 0%, w? o\ .
922 oy? +<02_k >eZ:O
9%b, 92D, w? 5\
02 0y? * <62_k )bz:O

Jednoczesnie mozna sprawdzié, iz prawa Gaussa nie nakladaja zadnych dodatko-
wych warunkéw na E i B. W takim razie, aby zaproponowane szczegdlne rozwig-
zanie E(r,t), B(r,t) spelnialo réwnania Maxwella wystarczy, aby byly spelnione
powyzsze dwa rownania, czyli wladciwie sprowadziliSmy zagadnienie do poszuki-
wania rozwiazan réwnania rézniczkowego czastkowego

o*°f  9*f w? .
W+ay2+<cg—k2>f—o,

gdzie f : R? — C. Réwnanie takie nazywamy réwnaniem Helmholtza. Zalozymy
teraz, ze

ex(x,y) = ex(z,y)e,  ba(z,y) = bs(z,y)e

gdzie e, : R? — R i b, : R? — R, natomiast n i ¢ to pewne stale. Przy takim
zalozeniu szukamy rzeczywistych rozwiazan réwnan rézniczkowych czastkowych

2 2 2
aez+aez+<w2—k2>ezzo
C

ox2  Oy?

0%b 0%b w? ’
z (S5 k)b =0

Ox? + 0y? + <c2 )

przy warunkach brzegowych E = 0, B, = 0 na powierzchni falowodu.
o jedli e, =0 to méwimy o falach TE (z ang. transverse electric)
o jedli b, = 0 to méwimy o falach TM (z ang. transverse magnetic)
o jeSlie, =01ib, =0 to méwimy o falach TEM (z ang. transverse electroma-
gnetic)
3.5.5 Wneki rezonansowe

Wneka rezonansowa to zamknieta komora wykonana z doskonatego przewodnika,
na ktérej powierzchni (wewnetrznej) warunki brzegowe maja postaé¢ analogiczna
do falowodu tj.

E” =0, B, =0.
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Poszukujemy zatem rozwiazan rownan Maxwella spelniajacych te warunki brze-
gowe. Bedziemy poszukiwali rozwiazan szczegdlnej postaci (fal stojacych)

E(r,t) = Eo(z,y,2)e %", B(r,t) = Bo(z,y,z)e .
Wéwcezas z rownan Maxwella mamy

V-E():O, VXE():inO
- - —W ~
V-B():O, VXB():?EO
Poniewaz drugie réwnanie w pierwszym wierszu od razu implikuje V - By = 0,
wiec podstawiajac wyrazenie na By do prawa Ampere’a—Maxwella otrzymujemy,
iz warunkiem aby zaproponowane rozwiazanie spelnialo réwnania Maxwella jest

zatem wlasciwie cata matematyka sprowadza sie do rozwiazania réwnania Helm-
holtza

2
AR = —Fy,
C

przy warunkach brzegowych Ej = 0, B, = 0 na powierzchni (wewnetrznej) wneki,
przy czym dodatkowo na rozwiazanie Ey nalezy nalozy¢ warunek V - Eg = 0.
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4 Podstawy teorii obwodow

4.1 Elementy obwodéw

W ponizszych notatkach zajmujemy sie gtdwnie obwodami ztozonymi z liniowych,
skupionych elementéw pasywnych R, L, C oraz zrédel pradowych i napieciowych.
Dowolny dwdjnik jest jednoznacznie okreslony poprzez podanie zaleznoéci pomie-
dzy napieciem U (t) przylozonym pomiedzy jego zaciskami, a natezeniem pradu
I(t) przeplywajacego przez niego. Dla skupionych, liniowych elementéw R, L, C
zaleznosci te wygladaja nastepujaco:

1. dla rezystora: U(t) = RI(t)

o B

2. dla cewki indukeyjnej: U(t) = LI
o T

3. dla kondensatora: U = SI(t) = SI(t).

H

4.1.1 Prawa Kirchhoffa

Podstawowymi prawami, z ktérych korzystamy w analizie obwodéw elektrycznych
sg prawa Kirchhoffa bedace wygodnym sformutowaniem odpowiednio réwnania
ciaglosci oraz faktu, ze dla statych w czasie pél magnetycznych rotacja pola elek-
trycznego wynosi 0 (obwody zawierajace indukcyjnosé wymagaja osobnej dysku-
sji).
I. Pradowe prawo Kirchhoffa (PPK)
Algebraiczna suma natezen pradéw przeptywajacych przez wezet jest rowna

0.
> I(t)=0.

II. Napieciowe prawo Kirchhoffa (NPK)
Algebraiczna suma sil elektromotorycznych i przyrostow napie¢ w dowolnym
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obwodzie zamknietym jest rowna 0.

D &)+ Us(t) =0.
o B

Polaczenia elementéw

Wielko$¢ zastepcza dla szeregowego polaczenia:
o rezystoréw: R, = > R,
o cewek indukeyjnych: L, = > L,
e kondensatoréw: C; 1 =S C L

Wielko$¢ zastepcza dla rownolegltego potaczenia:
o rezystoréw: R;1 =S  R;!
o cewek indukeyjnych: L7t = L1

o kondensatoréw: C, =Y C,.

Polaczenie rownoleglte zrédel napieciowych

Rzeczywiste zrédto napigciowe mozemy modelowaé jako szeregowe polaczenie ide-
alnego zrédta SEM & oraz rezystancji wewnetrznej r. Rozwazmy polaczenie réw-
nolegle n zrédel napieciowych. Chcemy wyznaczy¢ zastepcza SEM i zastepczy
opor takiego uktadu. Niech u oznacza napiecie na zaciskach zastepczego zrédtla, ¢
natezenie pradu przeptywajacego przez zastepcze zréodio. Z PPK i NPK mamy

n
i= ia,
a=1
U=E&,—iare dlakazdego a.

7 powyzszego mamy zatem
n n
& 1
1= g =_U —,
Ta Ta
a=1 a=

skad
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Niech £ oznacza zastepcza SEM, a r oznacza zastepcza rezystancje wewnetrzna.
Zachodzi
U=&—ir.

Poréwnujac ostatnie dwa wzory otrzymujemy

n n
&
rl = E r;l, E=r -
T
a=1 a=1"¢%

4.2 Liniowe obwody rezystancyjne

W ponizszym paragrafie rozpatrujemy obwody ztozone jedynie z rezystoréw. Poza
prostymi szeregowo-réwnolegltymi polaczoniami opornikéw, dla ktérych rozwiaza-
nie obwodu nie sprawia wiekszej trudnoéci istniejg réwniez inne uktady, ktérych
nie mozna zredukowaé do takich potaczen. Oczywistym przykladem jest ukitad
typu mostek. Istnieje wiele twierdzen ktére pomagajg w analizie takich uktadéw, a
jak przekonamy sie w paragrafie dotyczacym transformacji Laplace’a twierdzenia
te pozwalaja rozwiazaé¢ praktycznie dowolny obwod zawierajacy elementy R, L, C'
z niemal dowolnym wymuszeniem u(t¢). Najwazniejszym ogélnym twierdzeniem,
na ktérym opiera sie wiele mniejszych twierdzen to tzw. zasada superpozycji:

Jezeli w danej czesci sieci elektrycznej dopuszczalne sa zbiory natezen pradéw i
napieé {i1(t),...,u1(t),...} oraz {i{(t),...,u)(t),...} to dopuszczalny jest réwniez
zbior {i1(t) + iy (t), ..., ur(t) + ) (t),...}.

Twierdzenie o zamianie dwéjnika

Dowolny dwdjnik, tj. uktad posiadajacy dwa wyjécia A i B jest réwnowazny po-
jedynczemu rezystorowi R spelniajacemu warunek R = ;‘25, gdzie upp jest na-
pieciem pomiedzy zaciskami A i B, a i4 jest natezeniem pradu wptywajacego do
wejscia A.

Twierdzenie o zamianie trdjnika

Dowolny tréjnik, tj uktad posiadajacy trzy wyjscia A, B, C jest réwnowazny
polaczeniu w gwiazde odpowiednich trzech rezystorow R4, Rp, Rc.

Transformacja gwiazda-tréojkat

Potaczenie rezystoréw Ria, Ra3, Ri3 w trojkat jest rownowazne polaczeniu rezy-

storow Ry, Rs, Rs w gwiazde, gdzie

B RogRoy
Ri2 + Ras + R

aFBF.

(0}
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4.2.1 Analiza ukladu typu mostek

R o R

Iy

Ry P Ry

Rozwazmy uklad typu mostek zbudowany z 5 rezystoréow Rp, Ra, Rs, R4 i
r. Zalézmy, ze uklad ten podlaczamy do Zrédia pradowego Iy, tak, ze natezenie
pradu wplywajacego do mostka wynosi Iy. Chcemy wyznaczy¢ natezenie pradu ¢
plynacego przez rezystor r. Z PPK i NPK mamy

Iy =iy + iz
10 =13 +1
g =11 +1

14uR4 +ir = i3R3
ir+i9Ry =11 Ry .
Rozwiazujac powyzszy uklad rownan otrzymujemy

I
: (R2R4 — RiR3),

gdzie
= (R1+ R4)(R2+ R3)+r(R1 + Ry + R + Ry) .
Zauwazmy, ze jeSli RiR3 = RoR4 to i = 0. Méwimy, ze wéwczas mostek jest

zréwnowazony.

4.2.2 Mostek jako czwoérnik. Reciprocity theorem.

Wyznaczymy teraz rezystancje zastepcza pomiedzy punktami AB i C'D. Korzy-
stajac z transformacji gwiazda-tréjkat tatwo pokazac, ze

—1
Ri1R4 ( 1 1
Rap = + 7 =
Ry+ Ry+r Ro+ primer R3 + Btk
rRio2R34 + R1Ro R34 + R3R4R12

= e ,
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gdzie R, = R, + R,. Natomiast dla CD

rR14Ro3

Rep = %

Reciprocity theorem. Jezeli do wezta A wplywa prad Iy to napiecie Uop wynosi

Iyr

% (R2R4 — R1R3).

Uop = ir =

Wyznaczmy teraz napiecie Uap, gdy do wezta C wptywa prad Iy. Wowcezas na-
piecie Uop wynosi

Ucp = IoRcp = ?R14R23~
Przez rezystor Rs plynie wiec prad
Ucp rl
I = =—R
2 R23 K 14 »
a przez rezystor Ry
Ucp 1l
I = = —R
1 Rus K s

Napiecie Usp wynosi zatem

Ior
Uag = bRy — LRy = % (Ry(Ry + Ry) — Ri(Ro + R3))

Ior
= %(RQR;; — RiR3).

UdowodniliSmy zatem tzw. reciprocity theorem:

Jezeli do wezta A mostka wplywa prad [y, a z wezta B wyplywa i wéwcezas
napiecie miedzy punktami C'D wynosi U, to jezeli do wezta C wplywa prad I,
a z D wyplywa, to napiecie miedzy AB réwniez wyniesie U.

Twierdzenie to jest w istocie prawdziwe nie tylko dla mostka, ale réwniez dla
dowolnego czwornika.

4.3 Obwody pradu zmiennego

4.3.1 Obwody RC, RL

Rozpatrzmy ponizsze obwody. Wyznaczymy dla nich przebiegi I(t).



4 PODSTAWY TEORIT OBWODOW 184

T |
L

Rysunek 8: Obwéd RC.

C
R

Dla obwodu RC z odlaczonym zrédtem SEM zachodzi
—RQ = lQ
=59

skad przez elementarne calkowanie otrzymujemy, przy warunku brzegowym Q(0) =
CUy

Q(t) = CUge"/RC iu@:Q:_%gww.

Energia zgromadzona w kondensatorze maleje zgodnie ze wzorem

() 1
wot) = 8 = Lovgearme _we(o)eine

jednoczesnie na rezystorze wydziela sie ciepto
¢
Whr(t) :/ I*(t)Rdt = W (0) (1 — e*%/RC) :
0
Dla obwodu RC z podtaczonym zrédtem SEM zachodzi
& — RQ lQ—o
c@=0.

Jest to niejednorodne liniowe réwnanie rézniczkowe, ktorego rozwiazanie z wa-
runkiem Q(0) = 0 ma postaé

Q) = €0 (1-) | eayli I(t) = S/

Dla obwodu RL z odlaczonym Zréodtem SEM zachodzi

—IR=1LI,
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R
Rysunek 9: Obwéd RL.

skad przez elementarne catkowanie otrzymujemy, przy warunku brzegowym I(0) =
Iy
I(t) = Ipe R/E.

Energia zgromadzona w cewce maleje zgodnie ze wzorem
1 1
WL(t) = §L-[2(t) — §ngei2Rt/L = WL(0)€72Rt/L7

jednoczes$nie na rezystorze wydziela sie ciepto

t
Wg(t) = / I?(tYRAt' = W(0) (1 _ €—2Rt/L> '
0
Dla obwodu RL z podtaczonym Zrédtem SEM zachodzi
E—-IR—-LI=0.

Jest to niejednorodne liniowe réwnanie rézniczkowe, ktorego rozwiazanie z wa-
runkiem brzegowym I(0) = 0 ma postaé

I(t) = fz (1 - e_Rt/L) .

4.3.2 Obwéd RLC

Rozpatrzmy ponizszy obwdd skladajacy sie z idealnego opornika, cewki i konde-
satora. Z NPK otrzymujemy réwnanie rézniczkowe

T+28I+wiI=0,

gdzie 26 = R/L i w% = 1/LC. Jest to oczywiscie réwnanie tlumionego oscylatora
harmonicznego. Rozwiazaniem w przypadku stabego ttumienia 8 < wqg jest

I(t) = Ae P! cos(wt — §),

gdzie A i sa stalymi wyznaczanymi przez warunki poczatkowe, a w wynosi

w=/wi —[2.
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/1000
L

Rysunek 10: Obwéd RLC

Obwéd RLC z wymuszeniem sinusoidalnym

50 sin Qt R

Rysunek 11: Obwéd RLC z wymuszeniem sinusoidalnym

Rozpatrzmy obwdd przedstawiony na schemacie zawierajacy zroédto SEM & sin €2t.
7Z NPK otrzymujemy

I—|—25I+w8[: SOTCOSQt:fQCOSQt,

gdzie analogicznie 28 = R/L i w = 1/LC. Jest to niejednorodne liniowe réw-
nanie rézniczkowe, o ktéorym moéwiliSmy w przypadku wymuszonego oscylatora
harmonicznego. Rozwiazanie stacjonarne tego réwnania ma postaé¢ (patrz sekcja
Drgania wymuszone)

14(t)

_ Jo 260
= cos | 2t — arctan ———5 | .
VABE2 + (W — Q2)2 wg — Q
Korzystajac z tozsamosci sin(a + 7/2) = cos v i arctan(u) + arctan(l/u) = m/2
otrzymujemy

I(t) = Jo sin (Qt + arctan M)
° VAR + (w2 — 02)? 280 )
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Podstawiajac wyrazenia na fy, 8 i wg otrzymujemy

VR + (XL + X¢)?

I4(t)

X+ X
sin <Qt — arctan L+C> ,

R

gdzie wprowadziliSmy reaktancje indukcyjna Xj; = QL i pojemnosciowa Xo =
—1/QC. Oczywiscie jest to rozwiazanie szczegdlne réwnania rézniczkowego, ale
jest ono dla nas najbardziej interesujace, gdyz jesli tylko R # 0 to po odpowiednim
czasie rozwiazanie jednorodne zanika i w stanie stacjonarnym I(t) = I(t).

Rezonans

Podobnie jak dla uktadéw mechanicznych, réwniez tutaj mamy do czynienia ze
zjawiskiem rezonansu. Jesli uktad jest podtaczony do zrédla napiecia sinusoidal-
nego to méwimy o tzw. rezonansie pradéw. Obliczmy czestos¢ rezonansowa. W
stanie ustalonym amplituda natezenia pradu A wynosi

&o

Al = VRZ+ (L —1/90)2°

skad rozwiazujac réwnanie I'(wre,) = 0 otrzymujemy

1
Ay = &0

wrez:\/T—C:woy :E-
Widzimy, ze w przypadku rezonansu pradu w obwodzie RLC czesto$¢ rezonansowa
jest rowna Scisle czestosci drgan wlasnych uktadu wy.

4.3.3 Impedancja

Aby znalezé rozwiazanie stacjonarne dowolnego ukladu zlozonego z elementow
R, L, C przy wymuszeniu sinusoidalnym nie musimy wcale rozwigzywaé skom-
plikowanych uktadéw réwnan rézniczkowych. Istotnie okazuje sie, ze dla takich
obwodéw mozemy wprowadzi¢ wielkos¢ zespolong Z nazywana impedancja, taka,
ze zaleznos¢ miedzy amplituda zespolona Z natezenia pradu, a amplituda zespo-
long U napiecia w stanie stacjonarnym na kazdym z elementow mozna zapisacé
jako
Upe® =U =12 = [ Z .

W stanie stacjonarnym przy wymuszeniu sin ¢ lub cos 2t napiecie i natezenie
pradu na danym elemencie sa dane przez odpowiednio cze$¢ urojona lub rzeczy-
wista wyrazen

Ioei66iQt eriweiQt )
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Dla elementéw R, L, C' mamy odpowiednio

Zr=R, Zp=1iXp =1iwl, ZC:ch:,L.
iwC

Impedancje mozna dodawaé tak jak rezystancje w liniowych obwodach rezystan-
cyjnych. Zamiast rozwiazywaé uklad réwnan rézniczkowych mozemy rozwiazaé
uktad réwnan algebraicznych aby znalez¢ zespolone amplitudy Z i U we wszystkich
galeziach obwodu. Dla obwodéw pradu przemiennego w stanie stacjonarnym mo-
zemy stosowaé¢ wszystkie narzedzia analizy liniowych obwodéw rezystancyjnych
jesli tylko poshugujemy sie zespolonymi wielkosciami Z, U, Z. Jedli Z jest impedan-
cja zastepcza ukladu podlaczonego do napiecia sinusoidalnego £(t) = & sinwt, to
amplituda zespolona natezenia pradu ptynacego przez zréodlo wynosi

_%

Ioei(s = IO z

Jednoczesnie mamy A
Toe® = Iy(cos & + isin &)
oraz
6’0: & Zv _ & 2
z  ZZ* |Z]27
Poréwnujac te wyrazenia mozemy zapisa¢ wyrazenia na amplitude Iy i przesunie-
cie fazowe ¢

& Im{Z*
:—0, tanézim{ }

|1Z] Re{Z*}
Natezenie pradu ptynacego przez zrédlo w stanie stacjonarnym wynosi wéwczas
Im{Z*}
Re{Z*}

Iy

, &
I(t) = Im{Zpe""'} = Ipsin(wt + §) = ‘70 sin <wt + arctan

4.3.4 Moc w obwodach zasilanych napieciem sinusoidalnym

Ep sin Ot Z

Rysunek 12: Obwdéd zasilany napieciem sinusoidalnym
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Rozpatrzmy dowolny obwdd ztozony z idealnych elementéw R, L C' zasilany
napieciem sinusoidalnym U (t) = Uy sin wt. Niech Z oznacza impedancje zastepcza
tego obwodu. Chwilowa moc wydzielana na elemencie Z w stanie stacjonarnym
wynosi

P(t) = I(t)Upsinwt = [yUp sin(wt — 0) sinwt .

Obliczmy moc $rednia (P) wydzielana na Z w jednym okresie T' = 27 /w

P)y=— 27r/WP d —1IU 1)
= t)dt = - .
< > 277/0 () 200COS

Wartosé skuteczna

Niech X () bedzie funkcja okresowa o okresie T'. Wartoéé¢ skuteczna funkeji X (t)

definiujemy jako
1 (T
ers - T/O X2(t) dt

Obliczmy wartosci s 1 Urms dla powyzszego przyktadu. Mamy

I U
Irmszév Urms:70§-

Srednig moc wydzielana na Z mozemy wowczas zapisaé jako

1 Z*
Py =Rz g

rms Re{Z} °
12|

4.3.5 Impedancja operatorowa

Pojecie impedancji mozna uogoélni¢ na wymuszenia nieokresowe jesli tylko dla da-
nego wymuszenia U (t) istnieje transformata Laplace’a U(s) = Z{U(t)}. Metoda
ta pozwala sprowadzi¢ rozwiazywanie ukladu réwnan rézniczkowych do rozwia-
zywania ukladu réwnan algebraicznych. Co wazne metoda ta pozwala znalezé
og6lne rozwigzanie, a nie tylko rozwigzanie stacjonarne jak w przypadku opisanej
powyzej metody symbolicznej. Wprowadzajac impedancje operatorowq Z(s) mo-
zemy dokonaé transformacji dowolnego obwodu ztozonego z liniowych, skupionych
dwdjnikéw. Ponizej przedstawiono transformacje elementéow R, L i C.

1. Transformacja rezystora. Dla rezystora mamy
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zatem dokonujac transformacji Laplace’a otrzymujemy

skad
ZR(S) =R.

Obrazem rezystora w transformacji Laplace’a jest wiec ten sam rezystor.

I(t I(s
|:l() :l()

R ZR(s)

Rysunek 13: Transformacja rezystora

2. Transformacja cewki. Dla cewki indukcyjnej mamy

U(t)=L—
=15,

zatem dokonujac transformacji Laplace’a otrzymujemy

U(s) =sLZ(s)— LI(0),

skad
Zr(s) =sL.

Obrazem cewki w transformacji Laplace’a jest wigc szeregowe polaczenie
impedancji Z(s) i zrédla SEM &, = LI(0).

I(t) Z(s)
R WA
" S e S

ZL(S) LI(O)

Rysunek 14: Transformacja cewki

3. Transformacja kondensatora. Dla kondensatora mamy

dU 1
Db
dt c’
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zatem dokonujac transformacji Laplace’a otrzymujemy

u(s) = () + 2
skad
1
Zo(s) = Mok

Obrazem kondensatora w transformacji Laplace’a jest wigc szeregowe pola-
czenie impedancji Z¢(s) i zrédla SEM Ec = —U(0)/s.

I P
Zco(s) Uo)

C

Rysunek 15: Transformacja kondensatora

4.3.6 Analiza wykorzystujaca zlozenie krotkich impulséw

Niech dany bedzie pewien obwdd ztozony z idealnych elementéw R, L, C. Aby
znalez¢ odpowiedz I(t) tego ukladu na dowolne wymuszenie V (¢) czesto w pierw-
szym kroku mozemy przeanalizowa¢ odpowiedZz owego ukladu na wymuszenie
impulsowe §(t) zdefiniowane nastepujaco

5(t) =

Vo dla 0 <t < At
0 dla t > At

gdzie At jest wielkoscia bardzo malta. Poniewaz dowolne wymuszenie V' (¢) mozna
uwazaé za superpozycje wielu impulséw, powstajace prady beda kombinacja li-
niowg odpowiednich pradéw impulsowych. Nalezy tutaj pamietaé, ze dla czaséow
znacznie mniejszych od stalych czasowych kondensatora i cewki, tadunek (a za-
tem réwniez napiecie) na kondensatorze nie zmienia si¢, a w przypadku cewki
natezenie pradu plynacego przez nig pozostaje bez zmian. Dla czaséw znacznie
mniejszych od odpowiednich statych czasowych kondensatory mozna wiec zasta-
pi¢ zrédtami napieciowymi, a cewki zrédtami pradowymi.
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5 Optyka

It was not observation but theory which led me to this result which experience then
confirmed.

Augustin-Jean Fresnel

I I
380 400 420 440 460 480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700 720 740 760 780

5.1 Optyka geometryczna

Bezwzgledny wspolczynnik zatamania swiatta w danym o$rodku n definiujemy
jako

n=—,
v

gdzie v jest predkoscig $wiatta w tym oérodku. Okazuje sie, ze wystepuje zalezno$é
v = v(w) (tzw. zjawisko dyspersji). Dla typowych materialéw optycznych v o< 1/w.

5.1.1 Zjawiska odbicia i zalamania

Prawo odbicia
Promien padajacy, odbity i normalna do powierzchni padania leza w jednej ptasz-
czyznie, a kat padania jest réwny katowi odbicia.

Prawo Snelliusa

Promien padajacy, zalamany i normalna do powierzchni padania lezg w jednej
plaszczyznie, a stosunek sinusa kata padania do sinusa kata zatamania jest réwny
wzglednemu wspotczynnikowi zalamania $wiatta

sinaw  ng

sinf = na

Zjawisko calkowitego wewnetrznego odbicia

Z prawa Snella wynika, ze je$li ng > n, to o > 3. Wynika stad, ze istnieje
taki graniczny kat B, ze o = w/2. Z prawa Snella mamy wowczas ng/n, =
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sin 5/ sin By, skad

. Ng
Bgr = arcsin — .
ng

Zasada Fermata
Promien $wietlny poruszajacy si¢ w danym osrodku miedzy punktami A, B ma

te wlasnosé, ze droga optyczna
B
ct = / n(r)dl

A

jest stacjonarna.

W powyzszym wzorze dl to fragment tzw. drogi geometrycznej, a n(r) jest po-
lem skalarnym opisujacym wspolczynnik zalamania sSwiatla w danym obszarze.
Takie sformulowanie zasady Fermata pozwala w prosty sposob rozwigzywaé za-
dania polegajace na znalezieniu trajektorii biegu promienia Swietlnego w oérodku
o zmiennym wspétczynniku zalamania. Ponizej zamieszczam trzy zadania.

Zadania.

1. Na osrodek przezroczysty o wspélczynniku zalamania zaleznym od y, w punk-
cie y = 0, pod kgtem prostym pada promien swiatla. Jaka powinna byé po-
staé funkeji n(y), aby wewn. osrodka promiers biegt po paraboli y(z) = ax??
Przyjmij n(0) = nyg.

Rozwigzanie.

Rozpatrzmy warstwe o$rodka na wysokosci y i grubosci dy. Czas dt po-
trzebny $wiattu na przebycie tej warstwy wynosi

Vdy? + da?
c/nly)

Calkowity czas t potrzebny swiathu na przebycie odlegtosci Ay = yp — ya
wynosi

dt =

th/yB n(y)Va'(y)? + 1 dy:/yB Fla(y),2'(y),y) dy -
y Y

A A

Zgodnie z zasada Fermata Swiatlo przebywa droge z A do B po trajek-
torii y(z), dla ktérej czas t potrzebny na jej przebycie jest stacjonarny.
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Z rachunku wariacyjnego wiemy, ze aby wielkos¢ dana w postaci powyz-
szej calki byla stacjonarna, funkcja podcatkowa F musi speliaé rownania
Eulera-Lagrange’a

or _ dor
or  dyox'’
Poniewaz 0F /0z = 0, zatem
OF i)W () —2  const = p
o' /()2 +1 Vda? + dy? '

Z powyzszego réwnania mozemy z jednej strony znalezé trajektorie y(x) dla
danego n(y) poprzez rozwiazanie réwnania rézniczkowego

dy _ [ny)
dx p? ’

lub wyznaczy¢ funkcje n(y) dla znanej trajektorii y(x) przez przeksztalcenie

powyzszego rownania
n(y) = pVy'(z)? +1.

W naszym zadaniu y'(z) = 2az = 2,/ay, zatem otrzymujemy
n(y) =noy/1+4day.

Pewne uogblnienia

Droge optyczna ¢t mozemy rowniez zapisa¢ w innym ukltadzie wspotrzed-
nych. Prawdopodobnie najbardziej przydatnym z nich jest uktad wspotrzed-
nych biegunowych (7, ¢)

ct = /Bn(r,¢)\/dr2 +7r2d¢?.

A

Jezeli rozpatrujemy przypadek, w ktorym gestos¢ optyczna zmienia sie ra-
dialnie, wowczas przeprowadzajgc analogicznie obliczenia, mozemy wyzna-
czyé ogblne réow. rézniczkowe, ktérego rozwiazanie dla danej postaci n(r)
jest trajektoria swiatla w tym osrodku (we wsp. biegunowych)

ﬂ _, n2(r)
do p2

r2—1.
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2. Na osrodek przezroczysty o wspélczynniku zatamania zaleznym od y, w
punkcie y = a, pod kgtem prostym pada promien swiatia. Jaka powinna
byé postaé funkcji n(y), aby wewn. osrodka promien biegl po sinusoidzie
y(x) = acosmzx? Przyjmij, Ze n(a) jest znane.

Rozwigzanie.
Rézniczkujac otrzymujemy
y'(z) = —masinmax

Y (z)? = m?a?sin® mz = m?a®(1 — cos> mx) = m?a’ <1 — y)

7 poprzednich rozwazan mamy zatem

n(y) :p\/m2a2 (1 - Zi) +1=n(a)y/m2?(a®—y2) +1.

Odp.: n(y) = n(a)y/m2 (a2 —y2) + 1.

3. Dana jest przezroczysta kula o promieniu R umieszczona w powietrzung ~ 1.
Wspélczynnik zatamania swiatla w tej kuli zmienia sie radialnie zgodnie ze
wzorem
R+a

n(r) = .

r+a
Na kule pod kgtem o pada promien Swietlny. Wyznacz najmniejszq odleglosé
d tego promienia od Srodka kuli.

Rozwigzanie.

Poniewaz %H:d = 0, zatem

n?(d) P
P3 -1 = nd)=-.

=d
0 d

Pozostaje wyznaczy¢ wielkos¢ zachowang podczas ruchu promienia $wietl-
nego w rozwazanym osrodku — P (mozna moéwié¢ o optycznej calce ruchu
P). Z réwnan Lagrange’a mamy

8i _ n(’r‘) T'Z(b/(r) — Tl(’l“) ?”2 d¢ —-p
o0 " ety " mar
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rd¢

Vdri+r2de?

Zauwazmy, ze = sin B(r), zatem

i R
n(R)Rsin B(R) = p oraz z prawa Snella sirsllgg:g) — n(l )

Mamy n(R) = 1, zatem sin 3(R) = sin «, wiec P = Rsin «, skad otrzymu-

jemy
R+a—§sina
d+a d '
Odp.: d = aRsin o

a+ R(1—sina)

5.1.2 Zwierciadla

W ogdlnosci bedziemy oznaczaé¢ F' — ognisko zwierciadla, G — $rodek optyczny
zwierciadla, tj. punkt przeciecia zwierciadla z jego plaszczyzna symetrii. Definiu-
jemy ogniskowa zwierciadla f jako odleglosé f = |GF)|.

Zwierciadta sferyczne. Zwierciadlem sferycznym nazywamy wycinek sfery
pokryty materialem odbijajacym promienie $wietlne. Jesli material odbijajacy
znajduje sie na wewnetrznej czedci sfery wowcezas jest to zwierciadlo wkleste, w
przeciwnym wypadku jest to zwierciadto wypukie. W konstrukcjach przyjmujemy,
ze dla zwierciadla sferycznego f = +R/2, gdzie R jest promieniem sfery, z ktérej
zostalo wyciete zwierciadlo. W rzeczywistoéci przyblizenie to jest dobre tylko dla
promieni przyosiowych, dla ktérych mozemy pominaé wplyw aberracji sferycznej.
Istotnie nietrudno pokazaé, ze promien réwnolegly do osi optycznej biegnacy w
odlegtodci d od niej po odbiciu przetnie o§ optyczna w punkcie F’ takim, ze

f
V1—d2/4f?’

gdzie |f| = R/2. Dla 2f > d otrzymujemy oczywiscie f* ~ f. Réwnanie zwier-
ciadta sferycznego ma postaé

GF| = f*=2f -

1 1 1

z oy f
gdzie z jest polozeniem przedmiotu, y polozeniem obrazu. Powigkszenie obrazu p
definiujemy jako
=3l
x
Wzor Newtona. Niech x1, x5 oznaczaja odpowiednio odlegto$¢ F' od przedmiotu
oraz obrazu. Wéwczas zachodzi

rn=x—f, m=y—f, zy=fr+fy,



5 OPTYKA 197

skad otrzymujemy
iz =(x—flly—f)=ay—af —yf+ > =f*.

Zwierciadla paraboliczne. Zwierciadtem parabolicznym nazywamy parabo-
loide obrotowa pokryta materialem odbijajacym promienie Swietlne. W ogdlnosci
ogniskowa f zwierciadla powstalego przez obrét wokdt osi Y krzywej bedacej
wykresem funkcji parzystej y(z) wynosi

f=y(x) +§ <y,(1x) - y’(fb)) :

Dla y = az?, otrzymujemy
1
f = Z )
a
zatem widzimy, ze dla zwierciadla parabolicznego istotnie wigzka promieni réw-
noleglych do osi optycznej skupia si¢ w jednym punkcie F.

Zasada odwracalnosci biegu promieni. Zawsze mozemy odwroécié¢ bieg promie-
nia $wietlnego zamieniajac obraz z przedmiotem rzeczywistym.

5.1.3 Soczewki

Soczewka to ciato przezroczyste ograniczone dwiema sferami o promieniach ry i
ro. Dla soczewek cienkich i pomijajac aberracje sferyczng mamy

1 n 1 1
2=5=(n-) (Gea)

gdzie analogicznie f jest odlegloscig miedzy ogniskiem soczewki F', a jej Srod-
kiem optycznym G. Dla soczewek cienkich i pomijajac aberracje sferyczng wigzka
promieni réwnoleglych padajacych na soczewke skupiajaca pod katem 9 do osi
optycznej jest skupiana w punkcie F” lezacym na prostej przechodzacej przez F' i
prostopadtej do osi optycznej takim, ze

|FF'| = ftand.
Réwnanie soczewki ma postaé
1,11
z oy f

gdzie x jest polozeniem przedmiotu, y potozeniem obrazu.
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5.2 Optyka falowa

Optyke geometryczna mozemy stosowaé w przypadkach, kiedy wymiary wszelkich
obiektéw (soczewek, pryzmatéw itp.) sa o wiele wieksze od dlugosci fali $wiatta
uzytego w do$wiadczeniu. Eksperymentem ilustrujgcym falowa nature Swiatla jest
doswiadczenie Younga.

5.2.1 Dos$wiadczenie Younga

W dos$wiadczeniu Younga mamy ekran z dwiema niewielkimi szczelinami S i S9,
w ktorych znajduja sie koherentne i zgodne w fazie zrédta Fy i Fy, ktére emituja
monochromatyczne swiatlo (w rzeczywistym eksperymencie Young uzyt dodatko-
wego ekranu z pojedyncza szczeling umieszczonego wezesniej). Na odleglym ekra-
nie obserwujemy wowczas tzw. prazki interferencyjne. Drgania pola elektrycznego
fal Swietlnej generowanych przez zrodta Fy i Fo wynosza Ejsinwt z dokladnoscia
do przesuniecia fazowego. Drgania pél elektrycznych fal w punkcie o wspéirzednej
katowej 9 na potozonym daleko ekranie wynosza odpowiednio

Ey = Epsinwt 1 FEy = Eysin(wt + kAs),

gdzie As jest réznicg drog geometrycznych dwdch promieni. Jesli ekran jest bardzo
daleko mozemy przyjaé
As =dsind,

gdzie d jest odlegloscia miedzy szczelinami. Maksymalne wzmocnienie fal (inter-
ferencja konstruktywna) zajdzie oczywiscie gdy

(max) d=kAs=2mm, meZ
natomiast calkowite wygaszenie fal zajdzie, gdy
(min) d=kAs=2mrm+mw, mecZL.

7 powyzszego otrzymujemy, ze polozenia katowe maksimow ¥y oraz miniméw
Umin sa dane wzorami

A m+ 3\
Vmax = arcsin % oraz Upmin = arcsin 2)
5.2.2 Siatka dyfrakcyjna

Siatka dyfrakcyjna to uktad wielu N réwnoleglych niewielkich szczelin umiesz-
czonych w réwnych odlegloéciach d od siebie. Polozenia katowe maksiméw (ale
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nie miniméw) sa takie same jak w do$wiadczeniu Younga. Jesli $wiatto pada na
siatke pod katem S, to woéwczas

d = kd(sin 9 4 sin ) .

Obliczmy natezenie Swiatta I(1)) na daleko polozonym ekranie, gdy na siatke pada
prostopadle swiatlo monochromatyczne. Potrzebne sa nam do tego nastepujace
fakty.

1. Natezenie $wiatta jest wprost proporcjonalne do $redniej z kwadratu wy-
padkowego pola elektrycznego

I<X:<lxit>‘

2. Dla zrodet koherentnych, aby obliczy¢ wypadkowe natezenie Swiatta obli-
czamy najpierw wypadkowe natezenie pola elektrycznego, a nastepnie usred-
niamy je, zgodnie z punktem pierwszym.

3. Dla zrédetl niekoherentych obliczamy najpierw Srednie natezenia $wiatla, a
nastepnie je sumujemy.

Bedziemy oznaczaé¢ A% = (E2.). Zrédla sa koherentne, zatem obliczmy najpierw

I%ot
N-1

Eior = Z Epsin(wt + ad) = Ey(Psinwt + Q coswt) ,
a=0

gdzie d = kdsin oraz
N-1 N-1
P = Z cos(ad) 1 Q= Z sin(ad) .
a=0 a=0

7 powyzszego mamy zatem

27 Jw
w 1
2:% A Egotdt:§E§(P2+Q2)~

Dla § = 0, tj. dla centralnego maksimum ¢ = 0 mamy A%(0) = EZN?/2. Dla
¥ € (—m/2;0) U (0;7/2) mamy z kolei

A%(9) = %Eg sin? <]\;5> csc? (g) ,

skad, przyjmujac I(0) = Iy, otrzymujemy

I Nkdsinv kdsin 1
1) = g swt (M) o (MO e (2,0
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5.2.3 Dyfrakcja na pojedynczej szczelinie

W do$wiadczeniu Younga i siatce dyfrakcyjnej zakladaliSmy, ze szczeliny sa nie-
zwykle mate, jednak w rzeczywistosci maja one skonczone rozmiary. Rozpatrzmy
szczeline o szerokosci D. Mozemy przeanalizowaé obraz powstajacy na potozonym
daleko ekranie, gdy na szczeling pada prostopadle swiatto monochromatyczne ko-
rzystajac ze wzoru na natezenie Swiatta dla siatki dyfrakcyjnej. Istotnie podsta-
wiajac d = D/(N — 1) mamy

7 Nkdsi .
I(¥) = lim —>sin’ (kd o 19) csc? <kd o 0)

N->oo N2 2 2

: 2
Cn ()
1

gdzie B(0) = kD sind. Z powyzszego widzimy, Zze minima wystepuja dla

(min) B=mn, meZ\{0},

czyli dla punktéw o polozeniu katowym
m
ﬁmjn — arcsin f .

5.2.4 Interferencja w cienkich warstwach

Gdy fala monochromatyczna poruszajaca sie w pewnym osrodku n odbija sie od
ofrodka o wiekszej gestosci optycznej n’ > n , wéwczas jej faza zmienia si¢ o .
Rozpatrzmy $wiatlo monochromatyczne padajace prostopadle na cienks warstwe
(np. oleju) o grubosci w i gestosci optycznej n. Bedziemy mieli wéwczas do czynie-
nia z interferencja. Istotnie jesli drganie pola elektrycznego padajacego $wiatta wy-
nosi Fy sin wt, to po odbiciu od gérnej strony warstwy mamy Fy = Eysin(wt + 7),
natomiast po przejéciu przez warstwe i odbiciu od dolnej strony warstwy mamy

Ey = Eysin(wt + 2kw), gdzie k = 2mn /A, a A = 2Z¢. Réznica faz wynosi zatem

0 =2kw—m.

Maksymalne wzmocnienie nastapi oczywiscie gdy 6 = 2mmr, czyli

(n+3);
meaxz m+ <] —,
2/ n

a catkowite wygaszenie, gdy § = 2mm + w, czyli

A
2Wmin = M— .
n
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Zadanie. Na plytke szklang o grubosci 100.25 X pada prostopadle promien Swiatla
laserowego, ktorego diugosé fali wewngtrz plytki wynosi A. Gdy swiatlo o nate-
zeniu I pada na powierzchnie styku powietrze—szkio lub szkio—powietrze, wigzka
przechodzgca bedzie miala natezenie r1 (dla pewnego ustalonego 0 < r < 1), zas
odbita: (1 — r)I. Wyznacz natezenie wigzki przechodzacej przez plytke i wigzki
odbitej od plytki. Przyjmij, ze szklo nie pochiania Swiatia.

Rozwigzanie.

Poniewaz zrédltem padajacego $wiatlta jest laser, wiec Swiatto jest monochro-
matyczne. Niech pole elektryczne padajacego $wiatta bedzie dane wzorem

Epaq = Egsinwt .

Pole elektryczne $§wiatta odbitego od plytki bedzie superpozycja pol elektrycznych
promieni swietlnych odbitych kolejno od gérnej i dolnej powierzchni ptytki. Po-
niewaz te drgania (pola elektrycznego) sa koherentne, zatem aby obliczy¢ wypad-
kowe natezenie Swiatla musimy najpierw obliczy¢ wypadkowe pole elektryczne (nie
mozemy dodawaé natezen $wiatta). Poniewaz I ~ E?, wiec amplituda pola elek-
trycznego promienia po przejSciu przez granice powietrze—szklo wyniesie /1 Ey,
a promienia odbitego /1 — rEy. Wprowadzmy parametr [ = /1 — r. Pole elek-
tryczne promienia odbitego od gornej powierzchni od strony powietrza wynosi

[Epsin(wt + ) = [Epsin(¢ + 7).

Pole elektryczne n-tego promienia wychodzacego z plytki po gérnej stronie po n
odbiciach od dolnej powierzchni ptytki wynosi

E, = rl*" ' Eysin(¢ + nd),

gdzie § = 47”h (h - grubo$é plytki). Istotnie amplituda pola elektrycznego pro-
mienia po przejéciu przez granice powietrze-szklo wynosi /7 Fy, kazde odbicie
mnozy ja przez czynnik [, a odbié¢ tych jest zawsze nieparzyscie wiele, dodatkowo
przy przejéciu ponownym przez granice szkto-powietrze nalezy ja pomnozy¢ przez
czynnik /7. Wypadkowe pole elektryczne $wiatta odbitego od plytki wynosi wiec

Eior = lEgsin(¢ + ) + rEg [Isin(¢ + ) + I° sin(¢ + 20) + ...] .
Podstawiajac h = \/4 otrzymujemy 6 = 7 zatem

Byt = —1Egsing +rEgsing [(—=1—1° =1 — )+ (P + 1"+ ..)] .
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Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest réwne sumie dwdch szeregdw geome-
trycznych, ktére z tatwoscia mozna obliczy¢

—l 2l
By = ~lEosing + rEosingi—=5 = —Fosind—75.-
Amplituda pola elektrycznego swiatta odbitego wynosi zatem

21

Fo——.
0772

Natezenie Swiatta odbitego jest wiec réwne

412 1—7r

I, =1 =4] .
(1412)2 (2—7)2

Oczywiscie ze wzgledu na zachowanie energii natezenie Swiatta przechodzacego
przez plytke jest réwne
1—r

I,=T—I,=T—4l— "
P (2—1)2

5.2.5 Polaryzacja

Swiatlo jest fala poprzeczna, tj. kierunki drgan wektoréw E i B sa prostopadle
do wektora falowego k. Fala plasko spolaryzowana to fala, w ktorej kierunek
drgan E lez w kazdej chwili w tej samej plaszczyznie. Typowe Zrédla swiatta nie
emitujg fal plaskich, tylko tzw. fale niespolaryzowane, ktérych plaszczyzny drgan
sg zorientowane przypadkowo wokét k.

Plytki polaryzujace

W plytce polaryzujacej istnieje charakterystyczny kierunek polaryzacji. Plytka
przepuszcza tylko te fale, dla ktérych kierunki drgan E sg rownolegle do kierunku
polaryzacji. Jesli Iy oznacza natezenie $wiatta spolaryzowanego liniowo padaja-
cego na polaryzator w taki sposob, ze plasczyzny polaryzacji fali i polaryzatora
tworza kat 6 to zgodnie z prawem Malusa natezenie Swiatta po przejsciu przez
polaryzator wynosi

I =1Iycos?6.

Jesli na polaryzator skierujemy swiatto niespolaryzowane o natezeniu Iy to nie-
zaleznie od ustawienia osi polaryzatora I = Ij/2.
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Polaryzacja przez odbicie

Jedli na material o gestosci optycznej n skierujemy $wiatto bedace zlozeniem
dwdéch fal ptaskich o prostopadlych polaryzacjach: w plaszczyznie wyznaczonej
przez promient padajacy i normalna do plaszczyzny padania (tzw. polaryzacja p)
oraz w plaszczyZnie prostopadlej (tzw. polaryzacja s), to do$wiadczalnie stwier-
dzono, ze istnieje kat ap (kqt Brewstera), taki, ze promieni odbity ma tylko pola-
ryzacje s oraz promien zatamany jest prostopadly to promienia odbitego. Z prawa
Snella mamy wiec

n
tanap = —.
no

5.3 Promieniowanie termiczne

Przy rozchodzeniu sie fal EM przenoszona jest energia. Natezenie Swiatta izotro-
powego zrédta punktowego o mocy Ps w odlegloéci r od niego wynosi

42

1(r)

Model ciala doskonale czarnego

Rozgrzane do wysokich temperatur ciala sa Zrédlami $wiatla widzialnego (np.
zaréwki wolframowe). Wszystkie ciala emituja promieniowanie termiczne do oto-
czenia (niekoniecznie w spektrum widzialnym) oraz je absorbuja w kazdej tem-
peraturze wiekszej od 0 K. Gdy dwa ciala znajduja sie w réwnowadze termicznej
szybko$é¢ emicji P, jest réwna szybkosci absorpcji P,.

Ciato doskonale czarne pochlania catkowicie padajace nan promieniowanie.
Niewielki otwor duzej wneki, ktorej wewnetrzne Scianki pokryto sadza jest mode-
lem ciata doskonale czarnego.

Prawo Stefana-Boltzmanna

Catkowita emisja energetyczna R = fooo R(X\)dA (gdzie R(\) jest moca na jed-
nostke powierzchni wypromieniowywang przez ciato w postaci fali EM o dlugosci
z przedzialu (A, A\ + d\)) ciala doskonale czarnego jest wprost proporcjonalna do
czwartej potegi jego temperatury

R=oT*.
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Prawo Plancka

Zgodnie z prawem Plancka moc na jednostke powierzchni wypromieniowywana
przez ciato doskonale czarne w postaci fali EM o dtugosci fali z zakresu (A, A\+dA\)

wynosi
8wc’h 1
RN)= —F——F——.
( ) )\5 e% . 1

Prawo Wiena

Korzystajac z prawa Plancka mozemy wyznaczy¢ dlugo$é¢ fali o maksymalnej

mocy promieniowania
b
)\max = T )

gdzie b~ 2.898 - 1073 m - K jest tzw. stala Wiena.
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