1 Wnioskowanie Bayesowskie

Typowym sposobem potaczenia wynikéw matematycznej teorii prawdopo-
dobienstwa z eksperymentami jest interpretacja czestosciowa, ktora stwier-
dza iz prawdopodobienstwo zdarzenia A to czesto$é realizacji A w duzej
liczbie préb. Dla wielu zdarzen pojecie duzej liczby prob nie jest jednak
dobrze zdefiniowane. Wéwczas interpretacja Bayesowska prawdopodobien-
stwa jako miary niepewnosci co do rezultatu okreslonego zdarzenia jest
bardziej naturalna. Wnioskowanie Bayesowskie opiera sie na twierdzeniu
Bayesa

p(y | x)p(x)
—_—

likelihood prior

plx|y) =
posterior /p(y | m)p(a:) de

evidence

oraz dwoch regutach znanych z rachunku prawdopodobienstwa: sum rule i
product rule.

p(x) :/p(w,y)dy, p(z,y) =p(x | y)p(y).

Typowe zastosowanie wnioskowania Bayesowskie przebiega nastepujaco:
mamy pewien zbiér obserwacji X, o ktérych zakladamy, iz pochodza z
pewnego rozkladu prawdopodobienstwa z parametrami @, tj. znamy wia-
rygodnos$é p(X | 6). Zakladamy dodatkowo pewien prior nad parametrami
p(0). Nastepnie korzystajac z twierdzenia Bayesa wyznaczamy rozklad a
posteriori nad parametrami modelu

p(X | 6)p(6)

p(6 ] X) = |
/ p(X | 0)p(6) 6

Rozklad a posteriori podsumowuje cala nasza wiedze¢ o estymowanym pa-
rametrze (z perspektywy wnioskowania Bayesowskiego). Korzystajac z tego
rozktadu mozemy:

o Wyznaczy¢ estymate punktowa (tzw. estymate mazimum a posteriori
(MAP)) parametru 6 jako

Oniap = argmaxp(0 | X)
0




o Wyznaczy¢ przedzial wiarygodno$ci (ang. credible interval, nie myli¢
z przedziatem ufnodci) parametru 0 jako

Ca(0;X) = (0,0),

gdzie

p(@]X)dO=1—-«.

‘m\m\

o Skonstruowaé rozklad predyktywny (ang. posteriori predictive distri-
bution) dla nowych obserwacji

p@\xr:/p@|mmowwdo

e Mozemy wyznaczy¢ warto$¢ parametru @, ktéra minimalizuje oczeki-
wang strate dla pewnej funkeji kosztu

0* = arger/nin EBNP(9|X) [L(O/, 9)]

= argmin/L(Gﬁ')p(@ | X)de
9/

1.1 Rozklad normalny

Wielowymiarowy rozktad normalny o Sredniej p € R™ i symetrycznej, nie-
ujemnie okre$lonej macierzy kowariancji 3 € R™*™ to rozklad o gestosci
danej przez

1 1 TS (e —
o) = e |- p e )

Macierz A = X~! nazywamy macierza precyzji. Bedziemy czesto korzystaé
z nastepujacej wlasnosci rozkladéw normalnych: jesli zmienne * € R” i
y € R™ maja lacznie wielowymiarowy rozklad normalny

€T Mz Yo 2
([ E =)
L/} Hy Sye Dy
to rozktady brzegowe sa rozktadami normalnymi

x~N(pe, Xoz), Y~N(py,Syy)



oraz rozktady warunkowe sa rozktadami normalnymi

gdzie

Hzly = Kz + 2307/2171} (y - l'l'y)
-1
Sy = Daw — Ty D15,

1.2 Liniowe modele Gaussowskie

Jednym z najprostszych modeli, do ktérego mozna zastosowaé wnioskowa-
nie Bayesowskie jest tzw. liniowy model Gaussowski. Zakladamy, iz mamy
obserwacje y, ktéra pochodzi z rozkladu normalnego

ylo~NAz+b,3,),

gdzie x jest pewna zmienna ukryta (ang. hidden variable), natomiast A, b
i 3, sa znane doktadnie. Dodatkowo przyjmijmy prior sprzezony do wiary-
godnosci dla parametru @ bedacy rozkladem normalnym o znanych para-
metrach p,, 3,

x~N(pz, ).

Wowczas rozklad a posteriori réwniez bedzie rozkladem normalnym o pa-
rametrach

S = (B +ATS1A) T

2 Regresja liniowa

Zal6zmy, ze modelujemy obserwacje postaci (y, ), gdzie y to skalar zwany
zmienng objasniang, natomiast x to wektor cech lub inaczej zmiennych ob-
jasniajgcych. Zakladamy, ze zmienna objasniana zalezy liniowo od zmien-
nych objasniajacych oraz, iz zaleznosé¢ ta jest obarczona pewnym bledem
losowym. Model ten ma wiec postac

‘y(a:):¢(93;w,b)+e=w7a:+b—|—e,‘

gdzie y(x) jest warto$cia zmiennej losowej obserwowana dla znanego do-
ktadnie wektora cech @ (wektor cech nie jest zmienna losowa), natomiast
w i b to parametry modelu ¢, o ktorych chcemy wnioskowaé. Model ten



jest typowym przykltadem regresji liniowej. Parametryzacje regresji liniowej
mozna uprosci¢ przyjmujac, ze do wektora cech dokladamy stala wartosé
1, a parametr b wlaczamy do w

acTe[wT 1]7 wT<—[wT b].

W zaleznosci od przyjetego rozkladu zmiennej opisujacej btad losowy e
otrzymujemy rézne modele, np.:

o regresja liniowa (ang. linear regression), € ~ N'(0,0?) dla znanego o2,

o regresja odporna (ang. robust regression), € ~ Laplace(0,A) dla zna-
nego A

1 _
Laplace(x; p, A) = 25 &P {— |2 5 #q ,

o regresja kwantylowa (ang. quantile regression), € ~ ALD(0, A, p) dla
znanego A i percentyla p

ALD(z; p, A, p) =

“D (-
p(l—p) [e™ 3 2<pu
2\ : _pz—p)

A

x>

Zauwazmy tutaj, ze zalozenie iz znamy skale (tj. parametry o, \) bledu
jest dosy¢é mocne — z reguly nie wiemy jak doktadnie mozemy przyblizy¢
zmienna objasniana. Dokladne wnioskowanie Bayesowskie przeprowadzimy
tylko dla pierwszego z powyzszych modeli, gdzie btedy maja rozktad nor-
malny. To zalozenie, choé¢ sensowne, ma réwniez swoje konsekwencja —
nasz model bedzie dosy¢ wrazliwy na obserwacje odstajace (ang. outliers).
Zamiast rozktadu normalnego mozna przyjaé¢ rozklad, w ktérym gestosé
prawdopodobienistwa ma tzw. ciezkie ogony (ang. heavy tails) — np. roz-
ktad Laplace’a. Otrzymamy wowczas model zwany odporna regresja liniowa
(ang. robust linear regression). Oba powyzsze modele réwno rozkladaja
mas¢ prawdopodobienistwa bledow. Jedli interesuje nas natomiast estyma-
cja kwantyli warunkowych (tj. prostej ktéra najlepiej dzieli obserwacje tak
aby odpowiedni ulamek z nich znalazl sie pod nia), to mozemy wykorzy-
sta¢ asymetryczny rozklad Laplace’a. Otrzymany model nazywamy wow-
czas kwantylowa regresja liniowa (ang. quantile linear regression).

Przyjmijmy obecnie, ze dysponujemy zbiorem obserwacji X = {(y;, ;) }7 ;.
Zakladamy, ze obserwacje te sa i.i.d. — niezalezne i pochodzace z tego sa-
mego rozkladu y; ~ N(¢(zi;w),0?). Jawne wnioskowanie Bayesowskie
mozliwe jest réwniez dla regresji liniowej. Bardzo czesto jednak stosuje sig
prostsze podejscie adekwatne réwniez do pozostalych dwéch modeli. Otéz



poszukujemy jedynie estymaty punktowe parametréw w, ignorujac niepew-
nosé ich oszacowania. Taka estymacje punktowa mozna wyznaczy¢é metodg
najwiekszej wiarygodnosci (ang. mazimum likelihood estimation (MLE))

wyLE = argmax p(X | w) |.
w

Korzystamy woéwczas jedynie z wiarygodnosci p(X | w). Z zalozenia, iz
obserwacje sa i.i.d. mozemy latwo wyznaczyé¢ wiarygodnosé

P(X | w) = HNyl, (@), o)

yi — d(xi; w))?
x Eexp (_202 ) ,

gdzie pomineliSmy wspolczynnik, gdyz nie ma on wplywu na zagadnienie
optymalizacji. W praktyce czesto tatwiej jest minimalizowa¢ sume pewnych
wyrazen, niz ich iloczyn, dlatego wprowadzamy zanegowang logarytmiczng
funkcje wiarygodnosci (ang. negated log-likelihood function (NLL))

[ L(X,w) = —logp(X | w) ],

gdzie korzystamy oczywiscie z faktu, iz logarytm (naturalny) jest funkcja
$cidle rosnaca. Estymate MLE mozemy wéwczas znalezé jako

wyLE = arg min L(X, w) |.
w

W przypadku regresji liniowej otrzymujemy

WMLE = arg min — Z — o(xy; w))2 .
=1

7 powyzszego problemu optymalizacyjnego wynika popularna nazwa tej
formy regresji liniowej — metoda najmniejszych kwadratéw (ang. Ordinary
Least Squares (OLS)), poniewaz minimalizujemy sume kwadratéw rezy-
dudw. W tym szczegblnym przypadku posta¢ wyg mozna znalezé anali-
tycznie. Istotnie wprowadzmy

Y1 a:{
y= , X = , o =Xw
Yn Tl



Wéwcezas mamy
oL

37% = (¢/J’ —yﬁ)

oraz dalej

OL 995
awa Z < D95 Ow =D (68— y5)Xpa.

p=1

Z warunkéw koniecznych dla minimum lokalnego mamy Ve : aaTL =0, co

mozemy zapisa¢ jako
XT(¢—y)=XT"(Xwure —y) =0,

skad
WMLE = (XTX)71XTy

Wielko$é¢ (XTX)™1XT nazywa sie pseudo odwrotno$cia Moore’a—Penrose
macierzy X. Warto tutaj zaznaczy¢, iz w praktyce rzadko wyznaczamy
wMLE Korzystajac wprost z powyzszego wzoru, ze wzgledu na doéé stabe
wlasnoéci numeryczne. Typowo jedli macierz X jest niewielka, to pseudo
odwrotnos¢ obliczamy korzystajac z rozktadu SVD macierzy X . Natomiast
dla duzych macierzy nie korzystamy ze wzoru analitycznego tylko z metody
iteracyjnej stochastycznego spadku wzdtuz gradientu

oL
uft#) =t -y 2

ktora w tym przypadku zbiega do minimum globalnego wy k-

2.1 Regresja Bayesowska

Pokazemy teraz, jak przeprowadzi¢ pelne wnioskowanie Bayesowskie dla
modelu regresji liniowej. Zalozymy rozklad a priori nad parametrami w w
postaci rozkladu normalnego

w ~ N (po, Zo) -
Wiarygodno$é, jak pokazaliSmy powyzej ma natomiast postaé
X|w~NXw,o?I).

Zauwazmy, ze jest to instancja modelu liniowego, wiec korzystajac z wypro-
wadzonych wzoréw wiemy, iz

w | X NN(/'LWJETL)?



gdzie
|- 1
H’nzzn ?X y+20 Mo
1 -1
3, = <201 + 2XTX)
o

W powyzszych wzorach nazwy parametrow nie sa przypadkowe. Przed za-
obserwowaniem danych mamy rozklad a priori w | A(pg, Xo). Po zaobser-
wowaniu n przyktadéw aktualizujemy nasze przekonania w postaci rozktadu
a posteriori w | X ~ N (pin, Xy).

Znajac rozklad a posteriori nad w mozemy réwniez wyznaczy¢ rozklad
predykcyjny nad zmienna objasniang y dla ustalonego wektora cech a. For-
malnie interesuje nas rozklad p(y | X). Rozklad ten mozemy opisa¢ w
nastepujacy sposob

w | X~ N, )

y|w~NwTz,o?)

gdzie interesuje nas rozktad

] 2) = [ by | wip(w | 2)dw
Mozna pokazaé, iz rozktad ten jest rozkladem normalnym
y | X ~N(py,00)

o parametrach

=plx, 05 =ol+aT8,x.

2.2 Regresja grzbietowa

Rozwazmy Bayesowska regresje liniowa, w ktérej prior ma postaé¢ w ~
N(0,7%1), czyli elementy wektora parametréw sa a priori wzajemnie nie-
zalezne a ich amplitudy sa rzedu 7. ZnajdZmy estymate MAP parametrow
w. Zauwazmy, ze

1 <& 2
—logp(w | X) TZ ¢(xi; w))? +ﬁ||w\|2



Wyrazenie w nawiasach mozemy przemnozy¢ przez o? — nie wplynie to

na polozenie minimum, bo o2 to dodatnia stala. Estymata MAP w tym
modelu to zatem

n

|1 Y 112
Whiap = argmmin | 5 D (i — d(@isw))* + 5wl

i=1

gdzie v = 02 /72 to stala regularyzujgca. Pierwszy z czlonéw to znana z
OLS suma kwadratéow rezydudéw, natomiast drugi czlon to czlon regulary-
zujgey rozwiazanie, ktéry ogranicza amplitudy parametréw (wag). Jest to
tzw. model regresji grzbietowej (ang. ridge regression). Jest to jednocze-
$nie oczywiscie moda rozkladu a posteriori, czyli w przypadku rozkltadu
normalnego — wyznaczony wczesniej parametr fop,

2 —1
WMAP = (;IJrXTX) XTy.

2.3 Regresja w ujeciu czestosciowym

Podstawowym pytaniem, na ktére sama estymacja punktowa nie daje odpo-
wiedzi w przypadku modelu liniowego jest: czy dany podzbiér wspolczyn-
nikow jest istotny statystycznie? OczywiScie w ujeciu Bayesowskim odpo-
wiedzi na to pytanie udziela rozklad a posteriori nad parametrami modelu.
Chcemy mie¢ jednak rowniez klasyczng, czestosciowa argumentacje. Niech
y; bedzie odpowiedza modelu dla cech x;, a y; prawdziwa odpowiedzia.

Wielko$é
N

RSS =) (yi — §i)°

i=1
nazywamy rezydualng sumg kwadratéw (ang. residual sum of squares).
Wiéwezas jesli potrzebujemy testu sprawdzajacego istotnosé podzbioru wspél-
czynnikéw tzn. testujemy hipoteze

Hozwh:(),...,wiqzo

to odpowiednig statystyka testowa jest

RSSy —RSSn—p—1
RSS q

NF(Qan7p71)>

gdzie RSSy oznacza rezydualng sume kwadratéw dla modelu spelniajacego
Hy, F oznacza rozklad F Snedecora, natomiast p to liczba wszystkich pa-
rametréow modelu.



Korzystajac z metod czestosciowych mozemy réwniez podaé przedziat
ufnosci na poziomie 1 — « przy przewidywaniu odpowiedzi dla nieznanej
wartoéci xg jako

N ~2 T —1
’lUT(EO + tlfgﬂn,pflU \/ Lo (XTX) o,

o RSS

g

gdzie

n—p—1
natomiast t1_g ,—p—1 jest kwantylem rzedu 1 — § rozktadu t Studenta z
parametrem n —p — 1.

2.4 Predyktory jakosciowe

Zmienne jakoSciowe, ktére maja byé uzyte jako predyktory w regresji li-
niowej wymagaja reprezentacji numerycznej. Typowo stosowanym kodo-
waniem jest kodowanie za pomoca tzw. dummy variables w taki sposéb,
ze zmienna jakosciowa o k poziomach jest kodowana jako wektor binarny o
k—1 skladowych (aby uniknaé tzw. dummy variable trap — naiwny one-hot-
encoding powoduje redundancje w postaci liniowej zaleznosci sktadowych
wektora kodujacego x1 + ...+ z, = 1). Przykladowo dla zmiennej jakoscio-
wej ShelveLoc € {Bad, Medium, Good} tworzymy wektor binarny o dwéch
sktadowych: ShelveLocBad € {0,1}, ShelveLocGood € {0,1}. Wektor (0, 0)

reprezentuje woéwczas warto$¢ Medium zmiennej Shelveloc.

2.5 Ocena jakosci dopasowania

Najpopularniejszymi miarami dopasowania modelu sa:

o RSE (ang. residual standard error) zdefiniowany jako 4/ ﬁsﬁl,
n—p

o Utamek wariancji wyjasnionej przez model

RSS - _
R2 =1 e, TSS= > (i —7)°,
=1

ktéry powinien by¢ jak najblizszy 1.

Nalezy pamietac¢, iz powyzsze miary dopasowania nie sa dobrymi mia-
rami przy poréwnywaniu modeli o réznej liczbie predyktoréw (jesli liczymy
te miary na zbiorze treningowym). Aby poradzi¢ sobie z tym problemem



mamy dwie opcje: metody bezpoérednie, w ktérych estymujemy btad te-
stowy za pomoca walidacji krzyzowej lub metody holdout lub metody po-
$rednie, w ktérych wprowadzamy poprawki do btedu treningowego. W szcze-
gblnoéci miarami posrednimi sa:

o adjusted R? obliczany jako 1 — RSS(n — 1)/TSS(n —p — 1)
« kryterium Mallowa C, = +(RSS + 2p5?)

3 Uogdlnione modele liniowe

Prosty model regresji liniowej moze postuzy¢ nam jako wzor do tworzenia
bardziej skomplikowanych modeli statystycznych. Formalnie dowolny model
statystyczny jest uogélnionym modelem liniowym (ang. Generalized Linear
Model, GLM) jesli zachodzi

1. Parametry 3 modelu sa zwigzane z wektorem x jedynie poprzez tzw.
skladnik systematyczny BTx (jest to zatem model liniowy).

2. Rozklad y | ¢, B pochodzi z ustalonej wykladniczej rodziny rozkladéw
P(0,7) z parametrami 6, 7 o gestodci danej przez

p(z;0,7) = exp 9zd—(7:f)(0) +k(z,7)| ,

dla pewnych funkcji f,d, k.

3. Parametr 6 jest zwiazany ze skladnikiem systematycznym réwnoscia

g(f'(0)) = BTz

dla pewnej funkcji wiazacej g.

3.1 Regresja logistyczna

Rozpatrzymy teraz problem klasyfikacji binarnej z perspektywy estyma-
cji MLE. Niech X = {t;(x;)}}_; bedzie zbiorem obserwacji i.i.d., gdzie
zakladamy, iz t € {0,1}. Jako model statystyczny przyjmiemy, iz klasa
t(x) pochodzi z rozkladu Bernoulliego z parametrem 7 (x; w) (prawdopo-
dobienstwem klasy pozytywnej, gdzie 7 jest tzw. funkcja wiazaca, ang. link
function) zaleznym od estymowanych parametréw w

t|x,w~ Ber(r(z;w)).

10



W przypadku regresji logistycznej jako funkcje 7 (x; w) przyjmiemy o(¢(x; w)),
gdzie
1

o(z) = 14+e %
to tzw. funkcja logistyczna (bedaca szczegdlnym przypadkiem funkcji sig-
moidalnej), natomiast ¢(x; w) moze by¢ dowolna funkcja wykorzystywana
do zagadnienia regresji. W przypadku regresji logistycznej przyjmujemy
prosty model liniowy

d(x;w)=wTx.

Zauwazmy, iz taka posta¢ uwzglednia czlon staly poprzez podstawienie
T [mT 1}. Wiarygodnos$é dla powyzszego modelu statystycznego ma
postac

p(X | w) Hﬂ' xi;w)' (1 — m(x;w))

skad funkcja NLL

n

L(X;w) == [t;logm; + (1 — t;)log(1 — )] ,

i=1

gdzie m; = 7(x;; w). Taka funkcje kosztu nazywamy binarng entropiq krzy-
Zowq (ang. binary cross-entropy function). Niestety dla takiej postaci funk-
¢ji kosztu nie mozna znalez¢é minimum w postaci analitycznej (jak zrobili-
$my w przypadku regresji liniowej), dlatego musimy wykorzystywaé algo-
rytmy optymalizacji numerycznej, ktére najczesciej wykorzystuja pierwsze
pochodne funkcji kosztu po parametrach. Typowo wykorzystywanym do
tego celu algorytmem jest spadek wzdiuz gradientu (ang. gradient descent),
w ktoérym iteracyjnie wykonujemy

oL
"aw w

Wiyl = Wy —

Wyznaczymy wiec pochodne funkcji L po parametrach w. Wprowadzmy
macierz X5 = x(ﬂa) oraz wektory ¢o = ¢(xo; W), 0o = 0(dg). Wowcezas

n

L(X;w) = = [talogos + (1 — ta)log(l — 04)] -

a=1

W takim razie mamy
oL 60’5
8d>a Z 805 Obe’

11



gdzie
oL _ 1—tg ti

0oz _1—05 of

oraz 9
g !
ﬁ =0 (¢6)5a5 )
gdzie
/ _ e ” — _
o) = ey =01~ o)),
zatem

OL  (1—t, ta B
%—( —)Ja(l—aa)—aa to -

1—o0, Oq
W takim razie, z powyzszego mamy

OL 95 _ "

B=1

co mozemy zapisa¢ w zwartej postaci macierzowej

oL

S =XT(o—1).

3.2 Wieloklasowa regresja logistyczna

Regresje logistyczna mozemy w prosty sposéb uogélni¢ na przypadek klasy-
ﬁkacji jednej z k klas. Zaktadamy teraz, iz zbior obserwacji i.i.d. ma postaé

= {t;(x;)}_; dlat € {1,...,k}. Nasz model statystyczny uogélnimy do
posta(n rozkladu kategorlalnego (ang. categorical distribution lub multino-
mial distribution) z parametrem 7 (x; W) (wektorem prawdopodobieristw
kazdej klasy) zaleznym od estymowanych parametréw W

t|x, W ~ Cat(mw(x; W)).

W przypadku regresji softmax jako funkcje 7 : R™ + [0;1]* przyjmiemy
funkcje o (¢(xz; W)), gdzie o : RF s [0;1]F

exp(zq)

22:1 exp(zp)

to tzw. funkcja softmaz, natomiast ¢ : R™ — R*, to dowolna funkcja. W
przypadku regresji softmax przyjmiemy prosty model liniowy

¢(x; W) =We.

oa(z) =

12



Wiarygodno$é dla powyzszego modelu ma postaé

n k
tap
IIII~

a=1 =1

=

skad funkcja NLL ma postaé

k
Z taglogmag ,
B=1

M:

L(X; W) =

I
—

(03

gdzie

€xp ¢a,6’

Y expday
y=1 :

Tap = UB(¢(ma§ W)) =

¢aﬁ = (bﬂ (ma§ W)
taﬁ = [ta = ﬂ]

Wiersze macierzy t sg binarnymi wektorami kodujacymi w sposéb one-hot
klase danego przyktadu. Niestety dla takiej postaci funkcji kosztu nie mozna
znalez¢ minimum w postaci analitycznej, dlatego musimy wykorzystywaé
algorytmy optymalizacji numerycznej. Wyznaczymy wiec jeszcze pierwsze
pochodne funkcji L po parametrach W

Omgsr  Tppr
Jednocze$nie mamy
Z i OL Omas
el Ompp Obaar

8¢aa/
gdzie

aﬂ'g/g/ _ exp ¢Bﬂ’5a65a//3’ _ exp (ﬁ/gﬂ/ exp ¢6a’6aﬁ
a(baa’ k k 2
Z exp Pp lz exp ¢57]
y=1 ~y=1

= ﬂﬂﬁ/(;aﬂ(sa/ﬁ/ — Wﬁﬂ/ﬂ'ﬂal(sala .
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7 powyzszego mamy zatem

k
= Taa' E tozB/ —toar = Taa’ — taa -
B'=1

oL
a(bao/

Ostatecznie zatem

n k
oL OL  Obue
MWgsr 2 ; Opaer Wpgr’

a=1
gdzie
8¢aa’
= Xa /601' 5
aWﬁB/ B B
zatem
OL -

=Y (Tap — tag) Xas',

Wi

co mozemy zapisa¢ w zwartej postaci macierzowej

oL
[ — _ T

W (m—t)7TX.
3.3 Regresja probitowa

Regresja probitowa to model analogiczny do regresji logistycznej, w ktérym
jako funkcje wiazaca przyjmujemy

m(z;w) = ¢(wTx),

gdzie @ jest dystrybuanta standardowego, jednowymiarowego rozktadu nor-
malnego. Taki model mozemy traktowaé jako model ze zmienng ukrytq (ang.

latent variable)
hlz,w~NWwTz,1),

ktéra wyznacza obserwowalna zmienng odpowiedzi jako

. 1, jedlih >0
B 0, w.p.p.
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3.4 Regresja Poissonowska

Regresja Poissonowksa to podstawowy model dla danych zliczeniowych, w
ktorych zmienna objasniana t przyjmuje dowolne wartosci naturalne t € N.
Jest to zasadniczo model postaci

t | ,w ~ Pois (ewTw) .

Zanegowana logarytmiczna funkcja wiarygodnosci ma dla tego modelu po-

staé
n

L(X;w) = — Z (tin:ci — ewTwi) ,
i=1
pamigtajac, iz funkcja masy prawdopodobienstwa dla rozkladu Poissona to

DU
P(Y = ki)) = J5e

3.5 Regresja porzadkowa

Regresja porzadkowa to podstawowy model w przypadku, w ktérym zmienna
objasniana ¢ przyjmuje wartoéci z liniowo uporzgdkowanego zbioru, o kto-
rym bez straty ogdlnosci zalozymy, iz ma postaé¢ {1,2,...,k}. Regresja
porzadkowa moze by¢ rozumiana jako model klasyfikacyjny, ale ze wzgledu
na nacisk na zachowanie porzadku etykiet przypomina tez regresje catko-
witoliczbowa (Poissona). Jest to zasadniczo model postaci

t|x,w,0q,...,0p_1 ~ Cat(mi(x;w,0),... m(x;w,0)),
gdzie
To(T;w,0) := 00, —wTx) — P(0,_1 —wTx)

dla 0y = —oc0 < 01 < -+ < 01 < 0 = +00 1 ¢ bedacego dystrybuanta
standardowego, jedynowymiarowego rozktadu normalnego. Zauwazmy, ze
przy takim wyborze funkcjie 7, zachodzi wymagany warunek

k
Z To(x;w,0) = 00, —wTx) — D) — wTx)
a=1

= B(+00) — B(—00) = 1.

Parametry modelu w i 0 sg estymowane metoda najwiekszej wiarygodnosci.
Zauwazmy, ze mozemy ten model interpretowaé jako model ze zmienng
ukrytq (ang. latent variable)

h|z,w~NwTz,1),

15



ktora wyznacza obserwowana odpowiedz modelu t zgodnie z

. jeslifp < h <6,
2, Jeé1191 < h <06y

k, jelifp_i < h <0,

4 Wprowadzenie do proceséw (Gaussowskich

Macierz kowariancji n—wymiarowej zmiennej losowej & o wartosci oczeki-
wanej u jest zdefiniowana jako

% = El(@ - p)(@ - )T

Wiemy réwniez, iz macierz ta jest nieujemnie okreslona. Pokazemy teraz,
iz dla kazdej nieujemnie okreslonej macierzy symetrycznej K wymiaru n x
n istnieje n—wymiarowa zmienna losowa o wielowymiarowym rozktadzie
normalnym, dla ktérej K jest macierza kowariancji. Istotnie dla kazdej
nieujemnie okreslonej macierzy symetrycznej istnieje macierz L taka, ze

K=LL",

jest to tzw. dekompozycja Choleskiego. Niech z ~ N(0, 1), wéwczas zmienna
losowa Lz ma rozklad o zerowej wartosci oczekiwanej i macierzy kowariancji

E[(Lz)(Lz)"] = LE[zzT|LT = L1LT = K .

Powyzsze wlasnosci wskazuja, iz macierze kowariancji mozna w pewnym
sensie utozsamia¢ z nieujemnie okreslonymi macierzami symetrycznymi.

Funkcje k : R” x R" — R taka, ze Ym € N: VX = {z1,...,z,,} CR"
macierz

Z(mlvml) Z(mlva) Z(whﬂﬁm)
H(X, X) = (T2, 1) k(x2,@2) -+ k(x2,T0m)
k(xm,x1) kg, x2) - k(@m, Tm)

jest dodatnio okreslona macierza symetryczna nazywamy funkcja kowarian-
¢ji, jadrem dodatnio okre$lonym (ang. positive definite kernel) lub jedrem
Mercera.
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Dla dwoch zbioréw punktéw X = {@q,..., ¢} CR™"1Y ={y1,...,ys} C
R™ i funkcji kowariancji k£ wprowadzimy oznaczenie

k(xi,y1)  k(z1,92) - k(z1,ys)

k(mQayl) k($2,y2) k($27ys)
E(X,)Y):= : : . )

@) k@moya) o k(@ ys)

Ponizej podajemy kilka przykladow funkcji kowariancji

o Gaussian kernel dla normy |-|| i hiper-parametréw a,! (amplituda i
skala dlugosci)

1
blavw) = aexp { oo o1* )

e Periodic kernel dla normy ||| i hiper-parametréw a,l, p (amplituda,
skala dlugosci, okres zmiennosci)

2
k(x,y) = a? exp {_ZQ sin? (ZH:B - y||> }

e White noise kernel dla hiper-parametru o

k($a y) = Jzém,y

o Matérn kernel dla normy ||-|| i hiper-parametréw a,l,v (amplituda,
skala dlugosci, regularnosé)

ka,y) = a2 2 (*@nx —y|> K, (mnm —y||> ,

T(v) \ 1 l

gdzie I'(z) to funkcja gamma Eulera, a K, (z) to zmodyfikowana funk-
cja Bessela 2-go rodzaju rzedu v.

Suma lub iloczyn dwoéch funkeji kowariancji oraz ztozenie funkcji kowa-
riancji z wielomianem o nieujemnych wspélczynnikach jest rowniez funkcja
kowariancji

Procesem Gaussowskim (ang. Gaussian Process) nazywamy rodzine ska-
larnych zmiennych losowych indeksowanych przez punkty o € R

GP ={fz |z R"}
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taka ze kazdy skorniczony podzbiér GP ma tacznie wielowymiarowy rozklad

normalny tj. dla dowolnego zbioru X = {x1,..., ., } C R™ zachodzi
fa,
Dol ~Npx, Bx).
fa,

Zauwazmy, iz proces Gaussowski mozemy jednoznacznie zdefiniowa¢ po-
dajac przepisy na parametry px i £ x dla dowolnego zbioru X. W praktyce
czesto przyjmujemy px = 0, natomiast przepisem na macierz kowariancji
moze by¢ zdefiniowana wyzej funkcja kowariancji k(X, X) tj.

o,
D ~N(0,k(X, X)) .

fan
Process Gaussowski daje nam w praktyce rozktad prawdopodobienstwa nad
funkcjami f : R™ — R, ktérych charakter jest okreslony przez jadro k (np.
funkcja gladka dla jadra Gaussowskiego, okresowa dla jadra periodycz-
nego, itp.). Zauwazmy, ze nie wnioskujemy tu o parametrach konkretnej
rodziny funkcji (jak w przypadku regresji liniowej); interesuje nas jedynie
rozktad predykcyjny. Zatézmy, iz w doktadnie znanych przez nas punktach
X = {x1,x2,..., 2y} zaobserwowalidmy wartosci pewnej funkcji, o kté-
rych zakladamy, iz pochodza z procesu Gaussowskiego zadanego jadrem k,
ktore wyraza nasze zalozenia a priori co do charakteru badanej funkcji

e
fx=1| 1| ~N(0,k(X, X)).
fa.,
Powiedzmy, iz chcemy znaé wartosci fy tej funkcji w zadanych punktach
Y ={y1,vy2,...,Ys} Poniewaz zalozyliSmy, iz wartosci funkeji pochodza z

procesu Gaussowskiego, wiec rozklad taczny fx i fy jest rozkladem nor-
malnym

] e (o, [FEX) KXY

Iy R, X) kYY) )
Zauwazmy, iz z twierdzenia o wlasnosciach niezdegenerowanego rozktadu

normalnego wnioskujemy, iz warunkowy fy | fx jest réwniez rozkladem
normalnym o parametrach

p=k(Y, X)k™H (X, X) fx
X =kY,Y) - k(Y,X)k (X, X)k(X,Y)
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Dodatkowa niepewno$é¢ zwiazang z pomiarem wartosci fx mozemy uchwy-
ci¢ zmieniajac postaé jadra

k(z,y) + k(z,y) + Ix ()0 62y,

gdzie o jest hiper-parametrem okre$lajacym precyzje pomiaru. Oczywiscie
k jest dalej funkcja kowariancji, gdyz takie podstawienie powoduje jedynie
dodanie dodatnich cztonéw do pewnych elementéw diagonalnych macierzy
kowariancji, wiec macierz ta jest nadal symetryczna i dodatnio okreslona.
Wowczas rozklad predykcyjny ma parametry

(Y, X) [k(X, X) +0%1] " fx

n==FkK
2 = k(Y,Y) = k(Y, X) [k(X, X) +021] " k(X,Y)

5 Liczby losowe w komputerze

Opiszemy teraz pokrotce metody generowania liczb pseudolosowych z do-
wolnych rozktadéw prawdopodobienstwa w sposéb algorytmiczny. Podsta-
wowym narzedziem, ktorego bedziemy potrzebowaé do generowania préobek
z bardziej skomplikowanych rozkladéw bedzie prosty generator liczb z roz-
kladu jednostajnego U(0,1). Mogliby$my oczywiscie wykorzystaé jakies fi-
zyczne urzadzenie lub proces, ktéry generuje liczby prawdziwie losowe (np.
detektor Geigera-Mullera, szum lamp elektronowych, ruletka), ale bledem
bytaby rezygnacja z odtwarzalnosci. Poszukujemy zatem deterministycz-
nej metody, ktéra generuje sekwencje liczb, ktére sa w przyblizeniu losowe.
Podstawowa metoda do algorytmicznego generowania liczb pseudolosowych
jest tzw. liniowy generator kongruentny (ang. Linear Congruential Gene-
rator, LCG), ktéry jest opisany zalezno$cia rekurencyjna

Ij+1 :(an+c) mod m,

gdzie a,c,m to pewne ustalone dodatnie liczby catkowite, a Iy to tzw.
ziarno (ang. seed). LCG generuje liczby catkowite, wigc w duzym uproszcze-
niu liczby zmiennoprzecinkowe z rozkladu ¢(0, 1) otrzymujemy jako I,;/m
(trzeba tutaj jednak uwzglednié problemy wynikajace z arytmetyki zmien-
noprzecinkowej).

5.1 Metoda odwrotnej dystrybuanty

Majac juz generator liczb z rozkladu jednostajnego U(0, 1) i znajac jawny
wzér na dystrybuante F'(x) innego rozkladu jednowymiarowego mozemy
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generowac liczby z tego rozkladu korzystajac z tzw. metody odwrotnej dys-
trybuanty. Istotnie, jedli U ~ U(0,1), to F~1(U) ~ F. Istotnie

Pr(F~'(U) <z) =Pr(U < F(z)) = F(z).

Metoda ta ma jedna zasadnicza wade — musimy zna¢ jawny wzor na dystry-
buante F'. W przypadku np. tak waznych rozktadéw, jak rozktad normalny
dystrybuanta nie jest funkcja elementarng i metoda ta nie jest najlepsza.

5.2 Metoda Boxa—Mullera

W przypadku rozkladu normalnego znacznie lepsza metoda jest tzw. me-
toda Boxa—Mullera. Wezmy rozklad laczny dwéch niezaleznych zmiennych
losowych X, Y pochodzacych ze standardowego rozkladu normalnego

p(o,y) = — exp<1(:':2 + y2)) :

27 2
Skorzystamy ze wzoru na transformacje zmiennych losowych. Istotnie niech
X:\/ZCOS(I), Y:\/Zsin(I),

dla 0 < Z oraz 0 < @ < 27, woéwczas

1 z
exp — .

Zauwazmy, ze otrzymaliSmy sferycznie symetryczny rozkltad wykladniczy.
Mozemy zatem wylosowaé kat ¢ z rozkladu jednostajnego oraz warto$é¢ z
z rozkladu wykladniczego korzystajac z metody odwrotnej dystrybuanty.
Wéwezas wartoéci © = y/zcos ¢, y = /zsin ¢ beda pochodzié ze standar-
dowego rozkladu normalnego. Aby wygenerowaé probki z ogdlnego wie-
lowymiarowego rozkladu normalnego, korzystamy z definicji, tj. najpierw
generujemy n probek ze standardowego rozktadu normalnego, a nastepnie
korzystamy z przeksztalcenia afinicznego * = Az + p, gdzie ¥ = AAT.

5.3 Monte Carlo

Umiemy juz generowaé prébki z wielowymiarowego rozkladu normalnego.
Chcemy teraz poznaé metode, ktora umozliwi generowanie prébek ze skom-
plikowanych, wielowymiarowych rozktadéw prawdopodobienstwa, ktérych
gestos¢ znamy jedynie z dokladnoscig do statej normalizujacej, tj. znamy
jedynie p(x) = Zp(x). Ograniczenie to wynika z checi prébkowania z po-
steriora p(x | y) w sytuacji, gdy znamy jedynie rozklad laczny p(x,y) =
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p(y | ®)px(x). Okazuje sig, iz znajomoséé rozkladu jedynie z dokladno-
$cia do stalej normalizujacej jest wystarczajaca do generowania probek z
tego rozkladu. Generowanie prébek z kolei wystarcza natomiast, na mocy
silnego prawa wielkich liczb, do szacowania wartoéci érednich dowolnych
funkcji zmiennej x. Przypomnijmy, iz na mocy silnego prawa wielkich liczb
cigg érednich czeéciowych (X,,) ciagu zmiennych losowych (X,,) ii.d. z
rozktadu X ~ D jest zbiezny z prawdopodobienstwem 1 do wartosci ocze-
kiwanej E[X] tj.
Pr( lim X, =E[X]) =1,
n—oo

Wartoéé oczekiwang E[X] mozemy zatem przyblizyé érednia X,, z duzej
iloéci probek. Ponizej przedstawimy dwa algorytmy probkowania: algorytm
IS oraz Metropolisa—Hastingsa bedacy szczegélna realizacja calej rodziny
algorytméw probkowania zwanych Markov Chain Monte Carlo (MCMC).

5.3.1 Importance sampling

Zalézmy, iz chcemy obliczy¢ warto$¢é oczekiwang pewnej funkcji zmiennej
losowej & wzgledem skomplikowanego rozkladu prawdopodobienistwa p(x),
ktory znamy jedynie z doktadnoscia do statej normalizujacej

p(@) = — ()

Zp
tj. szukamy

Burpiolf(@)] = [ f@hp(a)da.

Jesli umiemy generowaé prébki @ z innego (prostszego) rozkladu ¢(x) (np.
wielowymiarowego rozktadu normalnego), ktéry nazywamy rozkladem pro-
ponujacym kandydatéw (ang. proposal distribution) to mozemy zapisaé
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Zaktadamy tutaj, iz noénik rozkladu p zawiera sie w nosniku ¢ tj. suppp C
supp q. Stosunek stalych Z,/Z, réwniez mozemy oszacowaé z prébek z g,
gdyz mamy

skad ostatecznie

IE:acwp(:z:) [f(.’I))] =

Ezmg(a) [f(fc) ZEB]
T

IEqu(f'C) [ﬁ(

Jedli z rozkltadu ¢ wygenerowaliSmy prébki X = {x1,...,®,,} to na mocy
silnego prawa wielkich liczb mamy

 Zim F(@i); ien

m  p(x;)
ZJ 1 g(=zy)

meu

gdzie

p(xi)/q(x:)
Yoy b)) a(z;)
Algorytm Importance Sampling jest prostym algorytmem Monte Carlo,
ktéry ma jeden zasadniczy problem. W jaki sposéb mamy wybraé rozklad
proponujacy kandydatéw g? Pewna odpowiedZ na to pytanie sugeruje ana-
liza wariancji statystyki

_ 1 &
fm(mlv-”ya:m = EZ:

A=

q(x;)

dla x; ~ ¢ mamy

VTl = 29 [ )2
_ 1 [U@p@) - pa@)”
m q(x) '

Chcemy oczywiscie, aby wariancja byla jak najmniejsza, gdyz wéwczas mata
liczba probek da dobre przyblizenie wartosci oczekiwanej. Rozktad propo-
nujacy kandydatéw powinien byé zatem proporcjonalny do f(x)p(x), co
moze by¢ trudne do praktycznego zrealizowania.
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5.3.2 Algorytm Metropolisa—Hastingsa

Cala klasa algorytmoéw prébkowania MCMC opiera sie na idei wyrazenia
generowania prébek jako ewolucji pewnego tanicucha Markowa.

Lancuchem Markowa nazwiemy ciag zmiennych losowych (X;) o war-
tosciach w R™ taki, ze spelnione jest kryterium Markowa

VA CR™: Pf(Xt cA | X1 :ZI}t_h...,XO:iB())
= PI‘(Xt cA | X 1= ilit_l) .

Elementy ciagu nazywamy stanami tancucha.

Dany tancuch jest zadany jednoznacznie przez podanie gestosci prawdo-
podobienistwa przejscia tancucha ze stanu x — y, ktoéra bedziemy oznaczaé
przez 7(y | @) (zakladamy, iz prawdopodobiefistwo przejscia jest niezalezne
od chwili ¢ — laficuch taki nazywamy jednorodnym). Funkcja 7 spelnia oczy-
wiscie warunek unormowania

/W(ylw)dyzl,

istotnie prawdopodobienstwo przejscia gdziekolwiek ze stanu x jest réwne
1. Bedziemy zakladaé¢ dodatkowo, iz Va,y € R™ : n(y | ) > 0. Rozklad
p(x) tancucha Markowa (tj. rozklad prawdopodobienstwa z ktérego losu-
jemy stan laricucha w danej chwili ¢) z dang funkcja przejScia m nazwiemy
rozktadem stacjonarnym tego tancucha jesli

p(y) = /W(y | z)p(x)dz .

Rozklad stacjonarny danego laiicucha oznaczymy przez p*(x). Zauwazmy,
iz jesli stan poczatkowy tancucha X, pochodzi z rozkladu stacjonarnego p*
to kazdy kolejny stan X; réwniez pochodzi z rozkladu stacjonarnego. Jesli
z kolei stan poczatkowy pochodzi z jakiego$ innego rozkladu py to rozklad
tancucha w chwili ¢ jest dany przez relacje rekurencyjna

pe(y) = /ﬂ(y | )p;_1(x)dz , dlat>1.

Rozkladem granicznym tancucha Markowa nazwiemy granice w sensie zbiez-
nosci punktowej

lim p;(x).

t—o0
Przy podanych wyzej zalozeniach istnieje twierdzenie, ktére méowi iz taki
tanicuch Markowa posiada jednoznaczny rozklad stacjonarny tozsamy z roz-
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ktadem granicznym. Ponadto warunkiem wystarczajacym, aby dany roz-
kiad p(x) byl rozkladem stacjonarnym laiicucha Markowa jest

Ve,y e R" i n(y | z)p(z) = n(z | y)p(y),

co wynika z scalkowania powyzszego réwnania. Kryterium to nazywamy
kryterium lokalnego balansu (ang. detailed balance condition).

Podstawowa idea wykorzystania lancuchéw Markowa do generowania
probek ze skomplikowanego rozkladu p jest wiec nastepujaca: tworzymy
tancuch Markowa, dla ktorego p jest rozktadem stacjonarnym, wowczas roz-
poczynajac w dowolnym dopuszczalnym stanie poczatkowym Xy po wyko-
naniu duzej liczby krokéw (etap ten nazywamy okresem przejSciowym ang.
burn-in period) stan X; (dla t > 1) tego laficucha bedzie w przyblizeniu
pochodzil z rozkladu granicznego p (nie jest jednak prosto stwierdzié po
jak dlugim okresie przejSciowym przyblizenie to jest wystarczajaco dobre).
Aby otrzymaé z takiej procedury prébki prawdziwie i.i.d. kazda z probek
musialaby pochodzi¢ z ponownego uruchomienia takiego tancucha. Oczy-
wiscie jest to nieefektywne, wiec w praktyce generujemy probki z jednego
tancucha po prostu odrzucajac pewne z nich tak aby uniknaé znaczacych
korelacji. Pozostaje pytanie jak skonstruowaé funkeje przejscia 7(y | ) dla
danego rozkladu granicznego p(x). Podstawowa konstrukcje podaje algo-
rytm Metropolisa—Hastingsa.

Funkcja przejécia ma postaé

m™u(y | x) = q(y | z)r(y | z),

— O C)lCAR)
rlyl=) = {l’p(w)qwlw)}'

Pozostaje tylko wykazaé, iz spelnione jest kryterium lokalnego balansu.
Istotnie mamy

gdzie

p(z) = min {q(y | z)p(z), q(z | y)p(y)}
p(y) =min{q(x | y)p(y),q(y | z)p(x)}

skad mvu(y | )p(x) = mvu(e | y)p(y). Zauwazmy, iz nie musimy znaé
p(x) z dokladno$cia do stalej normalizujacej, gdyz

py) _ 0(y)/Zy _ Ply)
p(x)  p(x)/Z, pl=)
Poza algorytmem Metropolisa—Hastingsa jest wiele innych algorytméw z

rodziny MCMC. Wiekszosé z nich implementuje konkretny sposob gene-
rowania (zostawiajac reszte struktury) tak, aby zmniejszy¢ korelacje po

mvu(y | T
7TMH(35 | Y

— —
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Algorithm 1: Metropolis-Hastings Algorithm

Input: Target distribution p(x), proposal distribution ¢(y | ),
number of iterations max_iter
Output: Samples from the target distribution
1 Initialize state & with any admissible value;
2 for i =1 to maz_iter do
3 Sample candidate y ~ q(y | );
4 Compute acceptance ratio:

r(y | z) :min{l,i(

5 Accept y with probability r(y | );
6 if candidate y is accepted then
7 ‘ Set  + y;
8 else
9 ‘ Keep current state x;
10 end
11 end

okresie przejéciowym i przyspieszy¢ zbieznoéé. Standardowo wykorzysty-
wanymi algorytmami z tej klasy sa algorytmy HMC (Hamiltonian Monte
Carlo) oraz NUTS (No U-Turn Sampler).

6 Drzewa decyzyjne, bagging, boosting

Drzewa decyzyjne (ang. Classification and Regression Trees, CART) to me-
toda uczenia maszynowego, ktorej zasadnicza idea jest segmentacja prze-
strzeni predyktoréw na skonczona liczbe obszaréw o prostej geometrii, ty-
powo kostek. W kazdym z obszaréw wartos¢ przewidywana jest obliczana
jako $rednia (w przypadku regresji) lub moda (w przypadku klasyfikacji)
wartosci odpowiedzi dla elementéw ze zbioru uczacego nalezacych do tego
obszaru.

Reguly podziatu przestrzeni predyktorow sa naturalnie reprezentowane
w postaci drzewa binarnego — stad nazwa metody. Ponizej przedstawiono
standardowy algorytm uczenia drzewa CART.

Powyzszy algorytm zostat przedstawiony dla zagadnienia regresji zmien-
nej ciaglej. W przypadku zadania klasyfikacji przewidywana wartosé w kaz-
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Algorithm 2: CART
Input: Zbiér danych X = {(x;,y;)} w R
Output: Drzewo decyzyjne (podzial przestrzeni cech)
Zainicjalizuj region R = {x; | (x;,y;) € X'} jako cala przestrzen
cech;
if spelniony warunek stopu w R then
L Zwréé lis¢ z wartoscia Yp;

-

w N

else
Znajdz ceche k* € {1,...,p} i prég s* minimalizujace:

Z (yz - yR_(k,s)) :

v, ER_(k,s)

2
+ Z (yz - ?R+(k,s)>

i:x; ER4 (k,s)

BEES

gdzie:;

6 R_(k,s)={x € R|x < s}

Ri(k,s)={x € R|zk > s}

8 Rekurencyjnie tworz poddrzewa dla podregionéw R_(k*,s*) i
R+(k*7 5*);

dym regionie to klasa najczesciej wystepujaca. Natomiast przy dokonywa-
niu podzialow zamiast RSS uzywa sie innych miar — najczedcie indeksu
Giniego

K
k=1

lub entropii krzyzowej

K
D ==Y pmrlogpm,
k=1

gdzie P, jest proporcja obserwacji w regionie R,,, ktore naleza do klasy

k.
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6.1 Przycinanie drzewa

Opisany proces prowadzi do modelu z malym bledem treningowym, ale
silnie zagrozonego przeuczeniem. Jedna z mozliwoéci poradzenia sobie z
tym problemem jest zatrzymywanie podziatu przy niezbyt duzym spadku
RSS. Lepsza alternatywa, jest wyhodowanie duzego drzewa, a nastepnie jego
przyciecie.

6.2 Bagging

Bagging opiera sie na prostej obserwacji: jeSli Z1,..., Z, jest prosta proba
losowa z rozkladu o wariancji 02, to Var(Z) = o2 /n. Idea jest zatem na-
stepujaca: z oryginalnego zbioru uczacego X tworzymy B zbioréw ucza-
cych typu bootstrap (tj. zbioréw zawierajacych tyle samo obserwacji co X,
tworzonych poprzez losowanie ze zwracaniem z X). Na kazdym z tych B
zbioréw trenujemy drzewo decyzyjne bez przycinania — jest to wiec drzewo
o duzej wariancji, ale malym obciazeniu. Finalny model jest tworzony jako
$rednia lub moda z odpowiedzi modeli z zespotu, tj. w przypadku regresji

Foasl@) = 3 > fila).

b=1

Mozna pokazaé, iz zbiory typu bootstrap obejmuja $rednio 2/3 dostep-
nych obserwacji. Niewykorzystane obserwacje (tzw, out-of-bab observations,
OOB) moga by¢ uzyte do estymacji bledu testowego poprzez usrednienie
bledéw OOB kazdego z drzew. Bagging zwieksza doktadnosé predykeji kosz-
tem intepretowalnosci. W przypadku metody bagging mozna jednak wpro-
wadzié tzw. waznosci cech (ang. feature importances) jako sumaryczne re-
dukcje RSS (lub indeksu Giniego, entropii) uzyskane przez podzial wzgle-
dem tego predyktora, usrednione po B drzewach.

6.3 Lasy losowe

Lasy losowe sa odmiana metody bagging, w ktérej w trakcie budowania
drzew, przy kazdym podziale, rozwaza sie tylko m < p losowo wybranych
predyktoréw (typowo dla zagadnien regresji m ~ /p, a dla klasyfikacji m ~
p/3). Poprawka ta redukuje korelacje miedzy drzewami bedaca efektem
dominacji najwazniejszych predyktorow.

Ani w metodzie bagging, ani w lasach losowych zwigkszenie liczby drzew
B nie powoduje przeuczenia.
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6.4 Boosting gradientowy

Boosting jest technika ogélng stosowana do réznych metod uczenia staty-
stycznego w celu istotnego zwiekszenia dokladnosci. Pomyst uczenia zespo-
lowego jest podobny jak w baggingu i lasach losoweych, jednak laczenie
wynikéow odbywa sie w zupelnie inny sposéb.

Algorithm 3: Proste stopniowe modelowanie addytywne

Input: Zbiér danych {(x;,y;)}7,, funkcja straty L(y, f(x)), liczba
iteracji M

Zainicjalizuj model: fo(x) < 0;

for m =1 to M do

3 Znajdz parametry (B, Vm) minimalizujace:

N =

n

> L(yi, fn-a(xi) + B b(xi;))

i=1
4 Zaktualizuj model:

fm(w) — fmfl(w) + 5m : b<w§7m)

return fy(x)

o

W kazdej iteracji szukamy optymalnej (dla danej funkeji kosztu L) funk-
cji bazowej (z pewnej rodziny parametrycznej) i wsp6tczynnika, ktére two-
rzg wyraz dodawany do aktualnego rozwiniecia funkcji f

W przeciwienstwie do baggingu nadmierne zwigkszanie liczbny drzew
M prowadzi do przeuczenia. Brak kontroli nad wielkoscia drzew J,,, moze
istotnie zdegradowaé jako$¢ predykcji. Aby uniknaé problemu silnie rozbu-
dowanych drzew czesto przyjmuje sie wspoOlna, niewielks wartosé J,, = J
wielkoséci drzew. Zamiast J mozna tez uzy¢ parametru zwanego gleboko-
Scia interakcji d = J — 1 oznaczajacego liczbe podzialéw w drzewie (dla
d =1 finalny model jest addytywny). Inne metody stosowane w celu unik-
niecia przeuczenia to w szczegolnosci: early-stopping; uzycie wspétczynnika
spowalniajacego v € (0; 1], przez ktéry mnozony jest dodawany czton; sub-
sampling — hodowanie drzew w kazdej iteracji na wylosowanym fragmencie
zbioru uczacego (tzw. stochastyczny boosting).
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Algorithm 4: Boosting gradientowy dla drzew

=

10

11

Input: Zbiér danych {(x;,y;)}7,, funkcja straty L(y, f(x)), liczba

iteracji M

Inicjalizuj model:

fo(x) = arg min > Llyin)
=1

for m=1to M do

Oblicz pseudorezydua;
for i =1 to n do
L Tim = _va(yivfmfl(wi))
Dopasuj regresyjne drzewo decyzyjne do {(x;, r:m)}, uzyskujac
regiony terminalne Rj,, dla j =1,..., Ji;
Oblicz wagi;
for j=1to J,, do
L Vim = argFin > Lyi fmea () + )
i:mieR]m,

Aktualizuj model

JIm
fm(m) = fm—l(w) + Z’Y]m ) 1ij (SC)

return fy/(x)

7 Inne metody uczenia maszynowego

7.1 KDE

W poprzednim rozdziale opisaliSmy w jaki sposéb majac (nieznormalizo-
wana) funkcje gestoéci prawdopodobiefistwa p(x) generowaé algorytmicz-
nie probki z opisanego przez nig rozkladu. Teraz zajmiemy sie problemem
odwrotnym tj. majac realizacje prostej proby losowej z pewnego rozkltadu
chcemy znalezé funkcje p(x), ktéra estymuje gesto$é rozktadu prawdopo-
dobienstwa, z ktorego pochodza prébki. Opiszemy tutaj jedna z najprost-
szych metod zwana estymatorem jadrowym (ang. Kernel Density Estima-
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tor, KDF). Estymatorem jadrowym gestosci funkcji p nazywamy funkcje
1 n
p(x) == - X;KH<CI: —x;),
=

gdzie H jest symetryczna i dodatnio okreslona macierza zwana bandwidth
matriz, funkcja Kg ma postaé

Ky(x) = (det H) V2K (H /%),

gdzie funkcja K zwana jadrem (z ang. kernel) jest gestoscia prawdopodo-
bienstwa pewnego sferycznie symetrycznego rozkladu wielowymiarowego.
Wybér funkcji K nie jest kluczowy ze statystycznego punktu widzenia,
wiec mozemy bez problemu zalozy¢, iz jest to gesto$é¢ wielowymiarowego
rozktadu normalnego, tj.

1 1
Ky(x) = —————=exp (—wTH_1w> ,
(=) (2m)™ det H 2
gdzie zakladamy = € R™. Wigkszym problemem w przypadku KDE jest
wybér odpowiedniego parametru H. Jednym z prostszych wyboréw w przy-
padku estymatora jest tzw. requla Silvermana, ktéra podaje nastepujacy
przepis na macierz H

4 L
Huop =0, Hyo = (w> nm+tioy,
gdzie o, jest estymatorem wariancji a-tej wspoélrzednej zmiennej X. Inna
mozliwoécia jest tzw. regula Scotta

Hop =0, \/Hoo=nmiic,.

KDE w praktycznych zastosowaniach czesto przyspiesza si¢ za pomoca od-
powiednich struktur danych do wyszukiwania najblizszych sasiadow w prze-
strzeni R™, tj. zamiast sumowaé przyczynki od wszystkich punktéow x; dla
danego x, znajdujemy jego k najblizszych sasiadéw x ze zbioru {x;}?
(np. stosujac approzimate nearest neighbors) i obliczamy przyczynki do
p(x) tylko od nich.

7.2 KNN

Metody oparte o sasiedztwo to zbiér metod, ktére wykorzystuja najbliz-
szych (w sensie pewnej metryki lub pétmetryki) sasiadéw (ang. nearest
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neighbors) dla danego nowego punktu. Zasadnicza idea tych metod jest iz
punkty lezace blisko siebie w pewnej przestrzeni powinny mieé¢ podobne
wlasnosci, czyli taka przestrzen metryczna powinna by¢ semantycznie sen-
sowna.

Jednym z najprostszych algorytmow z tej dziedziny jest k-nearest neigh-
bors (KNN) uzywany najczesciej do klasyfikacji, ale mozliwe jest réwniez
uzycie go do regresji. Zalézmy, iz mamy zbiér treningowy X = {t;(x;)}",,
gdzie x to wektor cech, a t to prawidlowa klasa. Chcac przewidzieé klase
dla nowego wektora cech x znajdujemy k najblizszych sasiadéw x w zbiorze
{x;}7"; wzgledem metryki d, zliczamy klasy najblizszych sasiadéw i zwra-
camy klase wystepujaca najczesciej lub rozklad prawdopodobienstwa nad
mozliwymi klasami jako stosunek liczby punktéw z dana klasa do liczby
sasiadow

t(x) = argmax % Z [ti=d].

c€{L, O} N eNk (@)

W przypadku regresji zamiast zwracaé klase wystepujaca najczesciej, zwra-
camy $rednia arytmetyczna wartosci ¢ dla k najblizszych sasiadéw (uzycie
$redniej powoduje, iz KNN w przypadku regresji potrafi tylko interpolowaé

wartosci)
. 1
i) =, St
i:wieNk(:l‘:)

Liczba sgsiadéw k jest hiperparametrem modelu KNN, ktory silnie wplywa
na jako$¢ predykcji. Zasadniczo im wieksza wartosé k tym wiekszy jest bias
modelu, natomiast im mniejsza tym wigksza jest wariancja modelu. KNN
jest modelem nieliniowym i potrafi nauczyé¢ sie nietrywialnych granic de-
cyzyjnych. Jest réwniez bardziej elastyczny w poréwnaniu do modeli linio-
wych (np. regresji logistycznej). Standardowo wykorzystywane metryki to
w szczegblnosci metryka euklidesowa, metryka manhattan, podobienstwo
cosinusowe.

Czesto wykorzystywana modyfikacja KNN jest tzw. wazenie sasiadéw.
Opiera sie ono na prostej obserwacji, iz nie wszyscy najblizsi sasiedzi da-
nego punktu sa jednakowo wazni, gdyz w rzadkich obszarach przestrzeni
sasiedzi ci moga by¢ dosy¢ daleko. Rozwiazaniem jest wazenie sasiadow
odwrotnoscia odlegtosci do nich. Wéwezas w przypadku klasyfikacji praw-
dopodobienistwa obliczamy jako stosunek sumy wag danej klasy do sumy
wszystkich wag, a w przypadku regresji obliczamy $rednia wazona zamiast
arytmetycznej.

W vanilla KNN etap treningu polega jedynie na zapamietaniu zbioru
danych i dopiero na etapie predykcji znajdowani sa najblizsi sasiedzi. Ta-
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kie podejscie jest bardzo nieefektywne, zlozonos$¢ obliczeniowa etapu pre-
dykcji to O(kn). W praktyce podczas treningu budowana jest pomocnicza
struktura danych, ktora pozwala efektywniej przeszukiwaé¢ punkty w celu
znalezienia najblizszych sasiadéw. Przykladami takich struktur sa np. k-d
tree, ball tree, quad tree, octree. W przypadku k-d tree ztozonos¢ treningu
(budowy struktury) wynosi O(nlogn), natomiast wyszukania k sasiadéw
O(klogn). W przypadku zastosowania kNN do wyszukiwania taka zlozo-
nos$é jest niestety nadal za duza w praktyce (chcemy wyszukiwaé wéréd
setek milionéw obiektéw), dlatego powstaly réwniez metody przyblizone
(z ang. Approzimate Nearest Neighbors). W algorytmach przyblizonych za-
miast znajdowaé¢ dokladnych k najblizszych sasiadéw znajdujemy k sasia-
dow, ktorzy niekoniecznie musza by¢ rzeczywiscie najblizszymi, potrafimy
to jednak zrobi¢ znacznie szybciej.

7.3 NBC

Majac zbidr uczacy dla zafania klasyfikacji postaci X = {t;(x;)}_; mozemy
probowaé estymowaé rozkltady p(x | k) i p(k) dla klasy k € {1,...,K}, a
nastepnie korzystajac z twierdzenia Bayesa stworzy¢ klasyfikator zgodny z
regutag MAP

t(x) = argmax p(k | ) = argmax p(x | k)p(k).
ke{l,....K} ke{1,....K}

W przypadku drugiego czlonu sprawa jest prosta — estymatorem MLE jest

=1

Problemem jest zwykle estymowanie rozkladu warunkowego p(x | k), zwlasz-
cza dla wektora cech o wielu predyktorach p > 1 (klatwa wymiarowosci).
Naiwny klasyfikator Bayesowski (ang. Naive Bayesian Classifier, NBC)
czyni (naiwne) zalozenie o warunkowej niezaleznosci predyktoréw wzgle-

dem Kklasy, tj.
P

play,. . ay | k) =] p(i | k).
i=1
Wéwezas rozkladu warunkowe dla poszczegdlnych predyktoréw p(z; | k)
estymujemy niezalezni, albo zgodnie z przyjetym modelem zdarzen (np.
przyjmujac jakis rozktad parametryczny i estymujac jego parametry), albo
uzywajac metod nieparametrycznych (np. jednowymiarowych KDE).
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Zauwazmy, ze NBC zasadniczo rézni sie¢ od modeli rozwazanych wcze-
$niej (regresja liniowa, logistyczna, itp.), w ktérych bezposrednio modelo-
wali$my rozktad warunkowy p(y | ). Tutaj zamiast rozktadu warunkowego
estymujemy rozklad laczny cech i odpowiedzi p(y, ). Model taki nazywa si¢
modelem generatywnym. Natomiast model, w ktéorym wprost modelujemy
rozklad warunkowy nazywa sie modelem dyskryminatywnym.

7.4 LDA i QDA

Modele LDA (ang. Linear Discriminant Analysis) i QDA (ang. Quadratic
Discriminant Analysis) sa modelami generatywnymi, podobnymi do NBC.
Zasadnicza réznica wzgledem NBC jest to, Ze nie czynia zalozenia warun-
kowej niezaleznosci. Zamiast tego zakladaja, ze rozklad predyktorow w ra-
mach danej klasy jest wielowymiarowym rozkltadem normalnym. W przy-
padku LDA mamy

x|k~ N(pi, %)

nastomiast w przypadku QDA
X ‘ /ﬂNN(Hk,Ek).

Modele LDA i QDA réznia sie miedzy soba zalozeniem o réwnosci macie-
rzy kowariancji miedzy klasami. W przypadku LDA mamy tylko jedna ma-
cierz kowariancji niezalezna od klasy, natomiast w przypadku QDA mamy
osobne macierze dla kazdej z klas. W obu przypadkach rozklad a priori p(k)
estymujemy analogicznie jak w przypadku NBC, tj.

Z[ti =K.

Wiasciwy klasyfikator jest rowniez budowany zgodnie z bayesowska regula
MAP

p(k) =

S|

t(x) = argmaxlog p(k | @)
k

= argmax (logp(x | k) + logp(k)) .
k

Rozwijajac wyrazenie pod operatorem argmax otrzymujemy odpowiednio
dla LDA (pomijajac cztony stale)

1
On(@) = &TE ™y — S B g + log p(k)
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i QDA
1 1 Ty —1 Ty —1
Op(x) = — ilogdetEk — f:c S+ aTE
1
- fukE i, + log p(k)

Funkcje 6 nazywamy funkcjq dyskryminatora. Widzimy réwniez, skad biora
si¢ nazwy modeli — w przypadku LDA funkcja dyskryminatora jest funk-
cja liniowa wzgledem predyktoréw, natomiast w przypadku QDA ma ona
postaé formy kwadratowej wzgledem predyktoréow. Uczenie modeli LDA i
QDA polega na estymacji parametréw rozktadow warunkowych: pg, 3 w
przypadku LDA i py, 3y w przypadku QDA. Mozna pokazacé, iz odpowied-
nimi estymatorami sg

sz

K

Z Z = )T
vyt

= ! > (@i — ) (i — )T

ng — 1
k i:t;=k

7.5 PCA

Analiza sktadowych gltéwnych (ang. Principle Component Analysis) to li-
niowa metoda redukcji wymiarowosci, ktora moze zosta¢ wykorzystana za-
rowno w celach wizualizacji wysokowymiarowych danych, jak i do zmniej-
szenia liczby wymiaréw celem ulatwionego ich pdzniejszego przetwarzania
przez inne modele uczenia maszynowego. Zasadnicza idea jest nastepujaca,
mamy macierz X wymiaru n x d, gdzie n to liczba przyktaddéw, a d to liczba
cech. Wiemy, ze dla kazdej macierzy X wymiaru n x d (n > d) istnieje jej
rozklad SVD
X =o1uvf +...+oqu,v]

gdzie r < min{n,d} to rzad macierzy X, o1 > 09 > ... > o, > 0 —
to wartosci osobliwe, natomiast u; to ortonormalne wektory kolumnowe
wymiaru n, a v; to ortonormalne wektory kolumnowe wymiaru d. Mozemy
w takim razie przyblizy¢ macierz X za pomoca kilku pierwszych wyrazen,
w szczegdlnosci dwbdch

X =~ O'1U1'UI + UQUQU;.
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Zauwazmy jednak teraz, iz wektory w; i we mozemy potraktowacé jako ko-
lejne wspolrzedne 2-D naszego zbioru punktow.

7.6 PDP

Wykresy PDP (ang. Partial Dependence Plots) to prosta i intuicyjna me-
toda do wizualizacji wpltywu danych predyktoréw modelu uczenia maszy-
nowego na jego odpowiedz. Jest to wykres funkcji czesciowej zaleznosci

gdzie S jest badanym podzbiorem predyktoréw, natomiast f to funkcja
modelu. Praktycznie stosowana estymate oblicza sie uéredniajac po zbiorze
danych

fs(zs) =

S

- (@)
D f@s. @i pps)s
=1
(i)

PIrzy Czym Ty 4\ g S& wartosciami nieinteresujacych cech obiektéw ze
zbioru danych. Zaletami wykreséw cze$ciowej zaleznosci sa w szczegdlno-
$ci: intuicyjnosé, tatwosé implementacj, przejrzystosé interpretacji (o ile
predyktory nie sa istotnie skorelowane) oraz mozliwa interpretacje przy-
czynowa. Ograniczenia PDP to m.in.

e Nie da si¢ zwizualizowa¢ PDP dla wiecej niz 2 cech jednoczesnie.

o Jesli predyktory sa skorelowane, moze wystepowaé¢ usrednianie po
nierealistycznych danych.

o PDP moga ukrywaé efekty niejednorodne (np. usrednienie powoduje
wzajemne zniesienie efektéw pochodzacych od réznych czedci zbioru
danych).

8 Ewaluacja modeli

8.1 Przygotowanie danych

Kluczem do uzyskania dobrych wynikow przy korzystaniu z algorytmow
uczenia maszynowego jest odpowiednie przygotowanie danych (ang. pre-
processing). Typowo preprocessing sklada sie z:

e eksploracji danych oraz wstepnego czyszczenia, w szczegblnosci usu-
niecia jawnych wartosci odstajacych (ang. outliers) oraz cech posia-
dajacych zbyt duzo wartosci brakujacych;
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e analizy rozkladu zmiennej docelowej oraz ewentualnej transformacji
logarytmicznej, ktéra poprawia stabilno$¢ numeryczna, gdy przewi-
dywane wartosci sa duzymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, zmie-
nia dziedzing zmiennej objasnianej z Ry na R oraz dodatkowo jest
przykladem transformacji stabilizujacej wariancje;

e podzialu zbioru na cze$¢ treningowq oraz testowg;

« dokonania skalowania i imputacji brakujacych wartosci cech (metody
.fit () wywolujemy jedynie dla zbioru treningowego);

e usuniecia silnie skorelowanych cech;

o zakodowania wartosci kategorycznych za pomoca tzw. one-hot enco-
ding pamietajac o dummy variable trap — jedng z k kategorii kodujemy
za pomoca wektora one—hot dlugosci n — 1, aby uniknaé¢ zaleznosci
liniowej miedzy cechami (opcja drop="first" w OneHotEncoder w
scikit-learn);

o wykonania feature engineering — dodania wielomianéw cech do na-
szych danych lub skonstruowania innych cech (np. cech okreslajacych
miesiac, dzien itp.).

Podzial zbioru na czeé¢ treningowa i testowa jest najwazniejszym eta-
pem preprocessingu. Zbior testowy wydzielamy, aby po wytrenowaniu mo-
delu sprawdzié, jak poradzi on sobie na nowych, niewidzianych wczesniej
danych. Powinnismy go traktowaé jako dane, ktére bedziemy w przyszlosci
dostawaé po wdrozeniu modelu do realnego systemu. Takie dane réwniez
bedziemy musieli przeskalowaé, zakodowac itp., ale parametry potrzebne do
wykonania tych transformacji mozemy wziaé jedynie z dostepnego wczesniej
zbioru treningowego. Wykorzystanie danych testowych w procesie treningu
to blad wycieku danych (ang. data leakage). Skutkuje on niepoprawnym,
nadmiernie optymistycznym oszacowaniem jakosci modelu.

8.2 Metryki do oceny regresji i klasyfikacji

Zasadniczo, aby oceni¢ predykcje modelu uzywamy odpowiednich metryk,
ktorych wartoéci okreslaja jak dobry jest model.

W przypadku regresji najczesciej uzywanymi metrykami sa RMSE (ang.
Root Mean Squared Error) oraz MAE (ang. Mean Absolute Error) zdefinio-
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wane odpowiednio jako

RMSE =

1 n
MAE:— i—Ai
n;\y il

Metryki te maja jednakowa jednostke jak predykcje. Jedli chcieliby$my mieé¢
liczbe wzgledna okreslajaca jako$¢ modelu to mamy do dyspozycji metryki
MAPE (ang. Mean Absolute Percentage Error) oraz SMAPE (ang. Sym-
metric Mean Absolute Percentage Error) zdefiniowane odpowiednio jako

n

1 Yi — i
MAPE := — Y [£—2%
1 <~ |y — G
SMAPE := ~ 3 i =9l
n = |yi| + |9

Obie te metryki maja zakres od 0 do 1, przy czym nizsza warto$¢ oznacza
lepszy model. Metryki te maja jednak szereg probleméw, z ktorych najpo-
wazniejsze to: problemy, gdy wartoéci sa bliskie 0, asymetryczne traktowa-
nie predykcji za duzych oraz za malych. Z tych powodéw znacznie lepsza
wzgledna metryka jest MASE (ang. Mean Absolute Scaled Error)

>ic1 lyi — 7l

gdzie g = L 31" | y;. Metryka MASE jest zatem wzglednym bledem MAE
jaki popelnia nasz model w stosunku do modelu naiwnego, ktéry przewiduje
zawsze wartosé sredniq.

W przypadku zadania klasyfikacji binarnej naszym celem dla danego
wektora cech jest zwrécenie jednej z dwdch klas, ktére bedziemy nazywaé
klasa pozytywna i negatywna. O ile w przypadku regresji pomiar jakosci
modelu byt catkiem prosty, o tyle w przypadku klasyfikacji sytuacja jest
nieco bardziej skomplikowana. Zauwazmy bowiem, iz mamy 4 mozliwosci
odpowiedzi klasyfikatora

o True Positive (TP) — poprawnie zaklasyfikowalidmy klase pozytywna
jako pozytywna

e True Negative (TN) — poprawnie zaklasyfikowali$my klas¢ negatywna
jako negatywng
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o Fulse Positive (FP) — niepoprawnie zaklasyfikowaliémy klase nega-
tywna jako pozytywna

o Fualse Negative (FN) — niepoprawnie zaklasyfikowaliSmy klase pozy-
tywna jako negatywna

Na podstawie ilosci TP, TN, FP i FN w zbiorze testowym mozemy
wykresli¢ tzw. macierz pomylek (ang. confusion matriz) pokazujaca ilosé
kazdej z mozliwosci. Nastepnie mozemy obliczy¢ rézne stosunki tych war-
tosci, aby uzyskaé rézne metryki. Najbardziej standardowymi sa accuracy,
precision oraz recall (lub inaczej sensitivity) zdefiniowane jako

TP + TN
Accuracy ;= ————
n
Precisio 1P
recision := ————
> TP + FP
TP
Il:=——
Recall == 7571

Wartosé accuracy méwi po prostu jaki stosunek przykladéw zostal popraw-
nie zaklasyfikowany (zauwazmy tutaj, ze TP + TN + FP + FN = n). Nie
jest to jednak dobra miara jakosci, gdy nasz zbiér jest niezbalansowany, tj.
zawiera wiecej przykladow okreslonej klasy.

Wartosé precision okredla jak pewny jest klasyfikator przy wykrywa-
niu klasy pozytywnej, natomiast recall méwi o tym jak dobrze klasyfikator
wylawia przyklady pozytywne. Zauwazmy jednak, iz nie mozemy stosowaé
zadnej z tych metryk w odosobnieniu. Istotnie klasyfikator, ktéry zwraca
zawsze klase pozytywna ma maksymalny recall, a klasyfikator, ktéry zwraca
zawsze klase negatywna ma nieokre$lony precision (i jest oczywiscie bez-
nadziejnym klasyfikatorem). Musimy wiec zawsze ewaluowaé model na obu
tych metrykach i jedynie dobry wynik obu z nich méwi o jakosci klasyfi-
katora. Oczywiscie czasami chcieliby$Smy okresli¢ jakos¢ modelu za pomoca
jednej liczby, a niekoniecznie sprawdzaé zawsze macierz pomytek (choé jest
to bardzo uzyteczne) lub podawaé wartosci dwoch metryk. Metryka, ktora
taczy precision i recall jest Fz—score zdefiniowany jako

Precision - Recall

Fs:=(1 2
pi=(01+5 )52 - Precision + Recall ’

gdzie (8 okresla ile razy bardziej wazny jest recall od precision. Typowo
uzywa sie Fj—score

FL=2 Precision - Recall

Precision + Recall
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Wiele klasyfikatoréw oprécz twardych predykeji zwraca réwniez roz-
ktad prawdopodobienstwa nad klasami. W przypadku klasyfikacji binar-
nej jest to oczywisdcie rozklad zero-jedynkowy z parametrem p okresla-
jacym prawdopodobienstwo klasy pozytywnej dla danego wektora cech.
Standardowo oczywiscie twarda predykcja jest ta z klas, ktora ma wiek-
sze prawdopodobienstwo, czyli (co réwnowazne) predykcja jest klasa pozy-
tywna jesli p > 0.5. W niektérych problemach chcemy jednak zmienié¢ ten
prog i dokonaé tzw. threshold tuning. Wykresem, ktéry pozwala na doko-
nanie tuningu progu jest krzywa ROC (ang. Receiver Operatic Characte-
ristic curve), ktéra jest krzywa parametryczna wyznaczona przez punkty
(FPR(threshold), TPR(threshold)) dla progéw z zakresu [0; 1], gdzie

TP FP

TPR:= TP +FN’ FPR = FP+ TN
Metryka niezalezna od wybranego progu jest tzw. AUROC (ang. Area under
ROC curve) zdefiniowany jako pole powierzchni pod krzywa ROC dla da-
nego klasyfikatora. Zauwazmy, ze klasyfikator losowy, ktory zwraca zawsze
klase pozytywna z prawdopodobienstwem réwnym wartosci progu ma war-
tos¢ AUROC réwna 0.5, natomiast idealny klasyfikator, ktory niezaleznie
od wartoéci progu klasyfikuje wszystkie przyktady poprawnie ma AUROC
réwny 1.

Inng analogiczng metryka jest AUPRC, gdzie zamiast krzywej ROC
stosujemy krzywa PRC (z ang. Precision—Recall Curve), w ktérej zamiast
TPR i FPR uzywamy odpowiednio Precision i Recall. Metryka AUPRC
jest czesto wykorzystywana w przypadku klasyfikacji ekstremalnie niezba-
lansowanej, w ktérej mamy bardzo malo (< 1%) klasy pozytywnej.

W przypadku klasyfikacji wieloklasowej uzywamy zasadniczo takich sa-
mych metryk jak w klasyfikacji binarnej, ale wprowadzamy mikro i makro
uérednianie (ang. micro/macro-averaging). Przez TP}, bedziemy rozumieé
liczbe prawidlowo zaklasyfikowanych przykladéw z klasy k, FPy to liczba
przykladéw z innych klas, ktore zaklasyfikowali$my nieprawidlowo jako k-
ta klase, FNy, to liczba przykladow z klasy k, ktére zaklasyfikowalismy jako
inna klase. Wéwczas odpowiednie metryki maja postaé

> TPy

MicroPrecision :=
Zk TPk —+ Zk FP},C

TP
MacroPrecision := e Z TP, —|—kFPk
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oraz

. Zk TPy,
MicroRecall := ,
> TP+ >, FNy
K
1 TPy
M Recall := — E —_— .
acroReca I 2 TP, 1 FN,

W przypadku klasyfikacji wieloklasowej macierz pomylek jest macierza wy-
miaru K x K, gdzie K jest liczba klas.

8.3 Tuning hiperparametréw i walidacja skrosna

Praktycznie wszystkie modele uczenia maszynowego maja hiperparametry,
czesto liczne, ktére w zauwazalny sposéb wplywaja na wyniki, a szczegol-
nie na underfitting i overfitting. Ich wartosci trzeba dobraé¢ zatem do$é
doktadnie. Proces doboru hiperparametréw nazywa sie tuningiem hiperpa-
rametréw (ang. hyperparameter tuning).

Istnieje na to wiele sposobéw. Wiekszosé z nich polega na tym, ze tre-
nuje si¢ za kazdym razem model z nowym zestawem hiperparametrow i
wybiera si¢ ten zestaw, ktory pozwala uzyskaé¢ najlepsze wyniki. Metody
gtéwnie réznig sie miedzy soba sposobem doboru kandydujacych zestawow
hiperparametrow. Najprostsze i najpopularniejsze to:

o pelne przeszukiwanie (ang. grid search) — definiujemy mozliwe war-
tosci dla réznych hiperparametréw, a metoda sprawdza ich wszystkie
mozliwe kombinacje (czyli siatke),

o losowe przeszukiwanie (ang. randomized search) — definiujemy moz-
liwe wartoéci jak w pelnym przeszukiwaniu, ale sprawdzamy tylko
ograniczong liczbe losowo wybranych kombinacji.

Jak ocenié, jak dobry jest jaki$ zestaw hiperparametréw? Nie mozemy
sprawdzi¢ tego na zbiorze treningowym — wyniki bytyby zbyt optymistyczne.
Nie mozemy wykorzystaé zbioru testowego — mielibyémy wyciek danych, bo
wybieraliby$my model explicite pod nasz zbiér testowy. Trzeba zatem osob-
nego zbioru, na ktérym bedziemy na biezaco sprawdzaé jako$¢ modeli dla
réznych hiperparametréw. Jest to zbior walidacyjny (ang. validation set).
Zbiér taki wycina sie ze zbioru treningowego.

Jednorazowy podzial zbioru na czesci nazywa sie split validation lub
holdout. Uzywamy go, gdy mamy sporo danych, i 10-20% zbioru jako dane
walidacyjne czy testowe to dosé duzo, zeby mieé¢ przyzwoite oszacowanie.
Zbyt maty zbiér walidacyjny czy testowy da nam malo wiarygodne wyniki —
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nie da sie nawet powiedzieé, czy zbyt pesymistyczne, czy optymistyczne. W
praktyce niestety czesto mamy mato danych. Trzeba zatem jakiej$ magicz-
nej metody, ktéra stworzy nam wiecej zbioréw walidacyjnych z tej samej
ilosci danych. Taka metoda jest walidacja skrosna (ang. cross walidation,
CV). Polega na tym, ze dzielimy zbidr treningowy na K réwnych podzbio-
réw, tzw. foldéw. Kazdy podzbiér po kolei staje sie zbiorem walidacyjnym,
a pozostate taczymy w zbiér treningowy. Trenujemy zatem K modeli dla
tego samego zestawu hiperparametrow i kazdy testujemy na zbiorze wa-
lidacyjnym. Mamy K wynikéw dla zbioréw walidacyjnych, ktére mozemy
uéredni¢ (i ewentualnie obliczy¢ odchylenie standardowe). Takie wyniki sg
znacznie bardziej wiarygodne.

Walidacja krzyzowa bez jednego (ang. Leave-One-Out Cross- Validation,
LOOCV) jest metoda iteracyjna, ktérej kroki wygladaja nastepujaco:

o wybieramy kolejny element zbioru obserwacji (x;, y;);

 zbiorem walidacyjnym jest {(x;,y;)}, a zbiorem uczacym reszta ob-
serwacji;

« metoda zbioru walidacyjnego wyliczamy blad walidacyjny F;.

Na koniec obliczamy estymate bledu testowego

1 n
C’V(n):EZEZ-.

i=1

Korzysciami z zastosowania LOOCYV jest redukcja obcigzenia — uczenie mo-
delu korzysta w kazdym kroku z n — 1 obserwacji — w konsekwencji ewen-
tualne przeszacowanie bledu treningowego jest nieznaczne. Dodatkowo me-
toda jest deterministyczna — wielokrotne uruchomienie daje ten sam wynik.

Bootstrap to metoda statystyczna stosowana do oszacowania niepew-
nosci zwiazanej z danym estymatorem lub metoda uczenia statystycznego.
Fatwo stosuje sie w sytuacjach, w ktérych nie ma innych — lepiej uzasad-
nionych teoretycznie — metod oszacowania zmiennosci. Mamy do dyspozycji
zbiér danych X o wielkoéci n, przy pomocy ktérego wyznaczamy estymate &
pewnej statystyki a. Zadanie polega na estymowaniu btedu standardowego
&, tzn. o(&) przy braku mozliwodei uzyskania nowych danych. Konstru-
ujemy zbiory danych bootstrap Xi,..., X o wielkoéci n przez losowanie
ze zwracaniem z X dla pewnego duzego B i na kazdym z A} obliczamy
estymate d&p,. Ostatecznie blad standardowy (tzw. blad typu bootstrap) ma
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postaé
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