Szkic rozwigzania zadania 1.

Niech ry, r, r oznaczaja odpowiednio wektory
wodzace pséw 1 san wzgledem pewnego ukladu
odniesienia nieporuszajacego sie wzgledem ziemi.
Poniewaz liny taczace psy z saniami sa napiete, wiec
musi zachodzié

d

0= £|r1—r|2 =2(r1-r)-(vi-V)
d

0= E|r2—r|2 =2(rg-r)-(v2-V)

Przyjmijmy uklad wspélrzednych kartezjanskich
(z,y), w ktérym o$ x pokrywa si¢ z wektorem V.
Niech 7, ¢ oznaczaja odpowiednio katy jakie tworza
wektory vy, vo z osia x. Oczywiscie n+€& = a. Z
powyzszego otrzymujemy wiec

v1 =V cosn

vy =V cos€ =V cos(a—n) (2)

. . . . o wp s e B
7 pierwszego réwnania mamy cosn = v 1sinn =
\/V2-v?

“——, zatem

vg =vicosa+\/V2-visina. (3)

Podnoszac stronami do kwadratu i rozwiazujac wzgle-
dem V otrzymujemy odpowiedz

\/vf — 20103 COS @ + V3

V=

- (4)
sin «v
Oczywiscie zakladaliSmy tutaj, iz o # 0. Jedli a =0
to spelnienie warunku (1) jest mozliwe wtedy i tylko
wtedy, gdy V =v1 =vo m
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Przyjmijmy uklad wspélrzednych kartezjanskich, w
ktérym o$ X jest pozioma i skierowana od drabiny do
bloku, a 0§ Y pionowa i skierowana w dol. Niech F
oznacza site reakcji dzialajaca na drabine w miejscu
styku drabiny i bloku. Poniewaz nie wystepuje tarcie
sila ta jest prostopadla do drabiny. Jezeli drabina jest
nieruchoma to wypadkowy moment sity dziatajacy na
nig wzgledem punktu podparcia drabiny o podtoze
wynosi 0. Niech s oznacza polozenie czlowieka na
drabinie mierzac wzdluz drabiny. Mamy zatem

b
FVR2 + b2 = mgs—m—— 5
95 e (5)

skad

b
b2+ h?’ (6)

Zgodnie z III zasada dynamiki na blok dziata wiec sila
-F, ktorej sktadowe I, F sa dane wzorami

P N [
N e o g (b2 + h2)32 -
b b?
F,=F

N R D N

Aby dla pewnego potozenia s blok zaczal si¢ obracaé
bez wczedniejszego przesuwania musi zachodzié

b F,
Fph—Fyb>Mg— > — . 8
ybz Mgy oraz pz e (8)
7 pierwszego warunku otrzymujemy
h% - b? 1
ey 2 ®)

czyli
M (h? + %)%
§2 — ————F—
2m  h? -2
a zatem najmniejsze polozenie s, przy ktérym blok
zacznie sie obracaé¢ wynosi

; (10)

M (B +b2)3?

— 11
2m  h2 - b2 (11)

Smin =

Jednoczesnie zauwazmy, ze zawsze zachodzi s <
Vh? + b2, zatem aby blok mdégl dla pewnego poloze-
nia s zaczal si¢ przewracaé musi zachodzié¢ sy, <

VhZ + b2, czyli
h? - b? . M
h2+b2  2m
i jest to poszukiwany warunek. 7 drugiego warunku
mamy natomiast

(12)

S mbh
2 2y 1)z 1 i
mbh bh (13)
> = :
Sl_(h2+b2)3/2+mb2 2h? - b2
zatem b
HUmin = 212 u (14)
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Niech ¢, 6 oznaczaja odpowiednio katy jakie tworza
ni¢ z pionem i pret z podlozem. Zakladajac, ze nic
jest caly czas napieta zachodzi

cos ¢ +sinf = %, (15)

skad
Qsing =wcosb, (16)



gdzie

= do , Q= do .
dt dt

Calkowita energia mechaniczna ukladu jest oczywis-

cie zachowana, wiec z tw. Koniga i elementarnej ge-

ometrii mamy

w

(17)

mgH 1 11 , 5 mglsind
—— = —mugy + = —ml W+ —— | 18
4 2 M7 o2 2 (18)
gdzie m jest masa preta, a von oznacza szybkosé
$rodka masy preta w dowolnej chwili. Z powyzszego

1 1
Ve = ggH—gl sinf — El2w2. (19)

Zauwazmy, ze w? >0 oraz sinf > H/l - 1, zatem

1 H
U%MS§gH—gH+gl:g(l—5), (20)

czyli wartos$é voy jest ograniczona z géry przez vy, =

g(l - g) Pozostaje wykazaé, iz istnieje chwila w
trakcie ruchu preta gdy venm = v Istotnie, gdy nié
jest pionowa mamy ¢ = 0, a zatem z réwnania (16)
w =01 (z réwnania (15)) sinf = H/l - 1, co konczy
rozwigzanie zadania m
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W rozwigzaniu kropka nad dang wielkoScig oznacza
df §._df

rézniczkowanie po czasie, j. f:= "5, f="gz, -

Niech r = [lcos¢,lsin ¢] oznacza wektor wodzacy
kulki o masie m zaczepiony w miejscu zawiasu, ¢
— kat miedzy pretem i podlozem, a v = vX — pred-
ko$¢ klocka. Réwnanie wigzéw ukladu (do momentu
utraty kontaktu miedzy kulka i klockiem) ma postaé

v=—¢lsing. (21)

Niech N oznacza site reakcji miedzy kulka i klock-
iem. Poniewaz zaktadamy, ze powierzchnie sa ideal-
nie gladkie i nie wystepuje tarcie, wigc N = Nx. Z II
zasady dynamiki N = M9, wigc w momencie utraty
kontaktu zachodzi

%8 =—w”, (22)

gdzie e, w oznaczaja odpowiednio ¢ i ¢ w momencie
utraty kontaktu. Jednoczesnie energia mechaniczna
ukladu jest zachowana wiec w dowolnej chwili

1 .
mgl = i(Msin2¢+m)¢>212 +mglsing, (23)

skad
1 g 4m
2
=——e=>— 24
YT B T I Midm (24)

Rézniczkujac (23) po czasie otrzymujemy natomiast
1 219 . .2 27
_iMl @*sin2p—mglcos ¢ = (M sin” p+m)I*¢p. (25)
7 powyzszego wiec
Mie - 2/3mg = el(M +4m). (26)

Podstawiajac do powyzszego (24) otrzymujemy os-

tatecznie

% _4. (27)

Szybkosé¢ klocka wynosi natomiast

V = —wisin— = g—l, (28)
6 8

co konczy rozwiazanie zadania m
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7 definicji ciepta molowego i I zasady termodynamiki
dla gazu jednoatomowego mamy

0Q 3, pdV

2R=C=——==—-R+ = 29
ndl 2 ndl’ (29)
skad, podstawiajac % = % otrzymujemy
1dT  dvV
—— = 30
2T v (30)

Catkujac obustronnie powyzsze réwnanie odpowied-
nio od V do 2V i od T do T’ otrzymujemy

/

T
log? =log4, (31)

skad  wnioskujemy, ze temperatura wzrosta
czterokrotnie m
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W rozwigzaniu kiade 4mey = 1.

Udowodnimy, ze rozklad ladunku na powierzchni
odosobnionego, metalowego dysku natadowanego
tadunkiem @ jest taki, ze infinitezymalny ladunek
dg = 0dY znajdujacy sie w dowolnym punkcie X’
na powierzchni dysku jest réwny tadunkowi znajdu-
jacemu sie w punkcie przeciecia prostej prostopadlej
do plaszczyzny dysku przechodzacej przez X' z naltad-
owang jednorodnie z gestoécia powierzchniowa og =
Q /47 R? sfera, ktorej kolem wielkim jest 6w dysk. Is-
totnie rozpatrzmy dowolny punkt P na kole wielkim
AB naladowanej (z gestoscia og) sfery oraz dowolna



AN

Figure 1: Konstrukcja poszukiwanego rozktadu o

cieciwe XY sfery zawierajaca P. Infinitezymalny
tadunek zgromadzony w X i Y wynosi odpowiednio

qu =0pdXx , qu =oodXy , (32)

gdzie d¥Xx, d¥y sa infitezymalnymi fragmentami
powierzchni sfery otaczajacymi odpowiednio punkt X
iY. W granicy zachodzi

dx PX?

1>, PY?2' (33)

Rozpatrzmy teraz osobna sytuacje, w ktérej mamy
cienki, przewodzacy dysk AB naladowany w taki
sposéb, ze dgy, = dgx 1 dgy, = dgy, gdzie X', Y’ sa
rzutami prostokatnymi punktéw X, Y na kolo wielkie
AB. Oczywiscie catkowity tadunek dysku wynosi
wéwcezas Q. Pole elektryczne w punkcie P pochodzace
od tadunkéw dqy: i dgy» wynosi

o0dEx oy dzy) AB

5E(P) = ( X'pP2 Y' P2 AB (34)

AB’
Z podobienstwa tréjkatow AX'XP i AY'Y P mamy

X'P Y'P
=— 35
XP YP’ (35)
skad otrzymujemy
d¥x d¥y
Xz ypr b (36)

czyli SE(P) = 0. Powtarzajac konstrukcje dla wszys-
tkich punktéw dysku (po obu jego stronach) otrzy-
mujemy E(P) = 0, ale punkt P wybraliémy dowol-
nie, zatem dla kazdego punktu P nalezacego do

dysku E(P) = 0, wiec potencjal wewnatrz dysku jest
staty. Zauwazmy jednak, iz w ten sposéb znalezlismy
rozklad tadunku na powierzchni dysku, dla ktérego
potencjal dysku jest staly. Na mocy tw. o jednoz-
nacznoéci (dla danej geometrii przewodnika istnieje
dokladnie jeden sposéb rozlozenia ladunku @ na jego
powierzchni, w taki sposéb, aby jego powierzchnia
byla powierzchnia ekwipotencjalna) skonstruowany
rozklad jest zatem poszukiwanym rozkladem dla met-
alowego dysku. Pozostaje wyznaczy¢ o(X"). Mamy

O'(X,)dle IUodZX (37)
oraz z prostych rozwazan geometrycznych

/ 2 _ 2
XX :deLROX. (38)

d¥x =d¥x

7 powyzszego otrzymujemy zatem
O'()R _ Q 1
VRZ-0X”? 41R\/R?-0X"

po kazdej stronie dysku. Oznaczajac OX' = s mamy

_e 1
4rRR2 -2
Potencjal dysku Vy mozemy znalezé wykonujac ele-

mentarne catkowanie. Przyjmujac V(x| - o) = 0
mamy

o(X") =

(39)

a(s) (40)

R

%:4ﬂf@sds:%. (41)

Pojemno$¢ metalowego dysku o promieniu R wynosi
7 POWYZSZegO

Q 2R
Vo w
jednoczes$nie pojemnos¢é metalowej sfery o promieniu
R wynosi oczywiscie

Cdisc = (42)

C1sphere =R. (43)
Stosunek tych pojemno$ci jest zatem réwny

Cdisc _ 2 (44)
Csphcrc ™ ’

Ten stosunek zostal wyznaczony doSwiadczalnie w
XVIII w. przez H. Cavendisha, ktory otrzymal
wartosé¢ 1 +1.57 m
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W rozwigzaniu klade 4meg = 1.

Udowodnimy najpierw nastepujgcy lemat. Niech
I’ oznacza przewodnik powstaly z usuniecia pewnej



czesci sfery o $rednicy f. Jesli na przewodniku T’
bedzie utrzymywany staly potencjal Vi to réznica
gestosci powierzchniowych ladunku po zewnetrznej @
wewnetrznej stronie wynosi Vo 2w f.

Wykazemy, ze Ao jest niezalezna od wyboru
punktu P. Istotnie rozpatrzmy przewodnik powstaty
przez wyciecie pewnej czeéci I' z bardzo cienkiego,
nieskonczonego arkusza metalu danego réwnaniem
z = 0. Zalézmy, ze przewodnik I' zostal uziemiony,
a w punkcie (0,0, h) umieszczono punktowy ladunek
elektryczny —q. Niech o,(P) oznacza gestosé tadunku
indukowanego wowczas w P € I' po stronie blizszej
tadunkowi —-¢ (2 = 0%), a o;(P) — analogiczna
wielkosci po stronie dalszej (z = 07). JeSli zami-
ast ladunku —¢ w O = (0,0,h) umieécimy ladunek
g w O =(0,0,-h) to gestosci powierzchniowe wyin-
dukowanego tadunku w P wynosza oczywiscie —o;(P)
dla z = 0% i —0,(P) dla z = 0~. Dokonujac superpozy-
cji obu sytuacji otrzymujemy, iz dla ladunkéw —q i ¢
umieszczonych odpowiednio w O i O’ gestosé tadunku
w P €T po stronie z = 0" wynosi o, — o;. Mozemy
jednak ta wielko$¢ obliczy¢, gdyz dla takiego utozenia
tadunkéw z = 0 jest powierzchnia ekwipotencjalna,
zatem o, — 0; bedzie rowna gestoéci powierzchniowej
tadunku indukowanego na nieskoriczonej, uziemionej
plaszczyznie z = 0 pod wplywem tadunku —-¢ w O.
Jak tatwo sprawdzic

qh

N L 45
77 anloPP (45)

0o —

Dokonajmy teraz inwersji przewodnika I' (gdy po jed-
nej stronie ma tadunek o gestosci o, a po drugiej o;)
wzgledem sfery o srodku O i promieniu &Z. Obrazem
inwersyjnym przewodnika I' bedzie pewien fragment

T’ sfery o érednicy f = %2, na ktérym utrzymywany
jest staly potencjat Vg = %. Gestosci powierzchniowe,
. .. . . .. |OP]
w inwersji, transformuja si¢ jak —-, zatem
OPP?
Ac' =0 -0 = | %J (00— 0:)
ah Vo (46)
T B o f’

co konczy dowdd lematu O

Niech C oznacza pojemnos$é¢ rozpatrywanego prze-
wodnika.  Niech @Q;, @, oznaczaja odpowiednio
ladunki zgromadzone na wewnetrznej i zewnetrznej
powierzchni pélsfery, gdy jej potencjal wynosi Vj
wzgledem punktu w nieskoriczonosci. Zachodzi

Qo + Qz = C(‘/0 . (47)

Jednoczesdnie, korzystajac z udowodnionego lematu,
mamy

QO—Qi:AaQsz:@. (48)

Wyznaczmy stosunek Q,/Q;

, 20+R
%=720fR. (49)

Ten stosunek jest dodatni, gdyz gesto$¢ powierzch-
niowa tadunku indukowanego na odosobnionym prze-
wodniku I' ma w kazdym punkcie taki sam znak lub
jest zerowa, tj. Vpe D :sgn(o(p)) =sgn(Vy) v o(p) =
0. Istotnie w przeciwnym przypadku w przewodniku
plynatby prad*. W takim razie z powyzszego otrzy-
mujemy’
R

C>— [ ]
2
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W rozwigzaniu kropka nad dang wielkoscig oznacza

rozniczkowanie po czasie, tj f Y
p 2, ] Tode Todez o o
Niech r = [z,y,2z] oznacza wektor wodzacy

czastki. Poniewaz ruch czastki jest ograniczony do
powierzchni sfery o promieniu [, wiec dogodnym wy-
borem wspoélrzednych, w ktorych bedziemy opisywaé
ruch sa katy 6, ¢ zdefiniowane jako

x=1lsinfcos¢, y=Ilsinfsing, z=Ilcosf. (50)

Do rozwiazania zadania wystarczy nam znajomos¢
dwoch calek ruchu dla powyzszego uktadu. Istotnie,
poniewaz skladowa magnetyczna sity Lorentza nie
wykonuje pracy, wiec w dowolnym momencie ruchu

2

%(x’2 +7+ 37 = ﬂ(GQ +¢?sin? ) = const. (51)

*Fakt ten mozna uzasadnié¢ $ciSlej korzystajac z zasady
maksimum dla funkcji harmonicznych (tj. funkcji spelnia-
jacych réwnanie Laplace’a). Istotnie z zasady maksimum
funkcja f harmoniczna w obszarze D c R3 moze osiagaé
wartosci ekstremalne tylko na brzegu 0D tego obszaru. Rozpa-
trzmy zatem dowolna krzywa gtadka [ taczaca pewien punkt
p na powierzchni odosobnionego natadowanego przewodnika
I' z punktem w nieskonczonosci, ktéra jest normalna do
powierzchni przewodnika w p. Z powyzszego twierdzenia
pochodna V' wzdluz tej krzywej nie moze zmieniaé¢ znaku, gdyz
V' osiagga wartosci ekstremalne odpowiednio na powierzchni

przewodnika i w punkcie w nieskonczonosci. W takim razie
Vpel: sgn(%—‘l] p) =-sgn(Vp) v 88—‘1/ »= 0, gdzie Vp jest potenc-

jalem przewodnika wzgledem nieskonczonosci, ale jednoczesnie
4dro(p) = —%—ﬂp, skad otrzymujemy teze.

TDokladna warto$é poszukiwanej pojemnosci wynosi C =
R(% + %) Patrz np. Yu. Ya. lossel’, E. S. Kochanov and

M. G. Strunskiy, The Calculation of Electrical Capacitance,
s.163


https://www.nonstopsystems.com/radio/pdf-ant/antenna-article-calc-capacitance.pdf
https://www.nonstopsystems.com/radio/pdf-ant/antenna-article-calc-capacitance.pdf
https://www.nonstopsystems.com/radio/pdf-ant/antenna-article-calc-capacitance.pdf

Jednoczednie, zgodnie z druga zasada dynamiki dla
ruchu obrotowego i wzorem na site Lorentza mamy

d
di'z:qBrx["xiquI"(I“Z):qBZf', (52)

gdzie skorzystalisSmy z reguly BAC-CAB i faktu, ze

0= % =2r 1. Z powyzszego mamy zatem

d qB2?
— [ J. - =0, 53
i %) 5
gdzie _
J. = [rxmi], =ml?¢psin®6. (54)

Otrzymalismy zatem druga catke ruchu

. B2
ml%¢sin® 6 - % = const. (55)

Oznaczmy powyzsze calki ruchu odpowiednio przez &
i #. Korzystajac z warunkéow poczatkowych mamy
oczywiscie & = %mv2 i # =0. Jednoczesnie przy-
pomnijmy, ze z = [cosf iz = ~flsinf. Z pPOWYyZszego
mamy

. qB  2?
==, 56
¢ 2mi? sin? 0 (56)
co po podstawieniu daje
¢B\?
2212 = %1% — 0?2 - (—) 2. (57)
2m
Maksymalne z musi odpowiadaé¢ z = 0, zatem
2 Blv\?
= 2| 2 4 v4+(u) . (58)
qB m

2272, 2
Zauwazmy, 7e zym < l. Istotnie, v? + 5LV
m

( 2, ¢*B* )2 ’ /s .
v® + 55— , przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla
qBl=0m

Szkic rozwigzania zadania 9.

Sita elektryczna dzialajaca na dielektryk umieszczony
wewnatrz kondensatora o pojemnosci C, na ktérym
utrzymywane jest state napiecie U jest dana wzorem

EUQE

F, = )
2 dx

(59)
Rozpatrzmy zatem uklad opisany w tresci zadania
w momencie, w ktéorym ciecz jest na wysokosci x
liczac od dolnych krawedzi kondensatora. Podzielmy
obszar wewnatrz kondensatora na dwie czesci: 1 -
obszar, w ktérym nie wystepuje ciecz; 2 - obszar,
w ktorym wystepuje ciecz o gestosci p i wzglednej

przenikalnosci elektrycznej e,.. Natezenie pola elek-
trycznego pomiedzy okladkami wynosi E = U/d i
nie zalezy od rozpatrywanego obszaru. Pojemnos¢
uktadu jest réwna

2
a a

OZEQ(GT_l)gxﬂ’EOg. (60)

Korzystajac zatem ze wzoru na site elektryczna dzi-
alajacg na dielektryk mamy

1_.,dC U?a

F,=-U?>— = -1)—.

=V el D5y

Jezeli ciecz siega gérnych krawedzi okladek, sila

ciezkosci dzialajaca na ciecz wynosi F. = pa’gd. Z

warunkéw réwnowagi musi zachodzi¢ F, = F, zatem

(61)

U?a
2
d= — , 62
pa”gd = eoer = 1)~ (62)
skad otrzymujemy
2pagd?
= 1+ 63
€ NP (63)

co stanowi rozwiazanie zadania m
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W najwyzszym punkcie trajektorii skladowa y-
owa predkoéci pocisku wynosi 0.  Niech (v19)y,
(v20)y, (vs0)y oznaczaja y-owe skladowe predkosci
poczatkowych odpowiednich fragmentow w momen-
cie wybuchu. Z zasady zachowania pedu mamy

(’Ulo)y + (Ugo)y + (’Ugo)y =0. (64)

Zaleznosé y(t) danego fragmentu ma postaé

1
yl(t) = ho + (viO)yt - 59152 (’L = ]., 2, 3), (65)

gdzie hg oznacza szukang wysokos¢ poczatkows,
bedaca jednoczes$nie wysokoscia, na jakiej ek-
splodowal pocisk. Poniewaz 2 z 3 fragmentéw spadly
po takim samym czasie, ich sktadowe y-owe predkosci
poczatkowych musialy by¢ takie same. Bez straty
ogolnosci mozemy przyjaé (vig)y = (v20)y. Réwnanie
(5) ma zatem postaé 2(v19)y = —(v30)y. Mamy zatem
dwie zaleznodci:

{yl(w = ya(t) = ho + (v10)yt = Sgt2

66
ys(t) = ho —2(vio)yt — 391> (66)

Niech 7 oznacza czas, po ktérym spadt pierwszy frag-
ment. Z treéci zadania mamy zatem

{y1(27’) =0= ho + 2(’010)y7’ - 29’7’2

: 67)
ys(1) =0 =ho = 2(vi0)y7 - 597° (



skad otrzymujemy

)
ho = ig7_2a

co stanowi rozwiazanie zadania m
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1) W przypadku, gdy powierzchnia stozka jest poma-
lowana na czarno $wiatlo jest catlkowicie pochlaniane.
Niech AF' oznacza sile od promieniowania dziatajgcg
na niewielka powierzchni¢ stozka. Niech p oznacza
calkowity ped fotonéw uderzajacych w ta niewielka
powierzchnie. Z II zasady dynamiki Newtona mamy
Ap _p
AF=—=—. 68
At At (68)
Niech n oznacza catkowity liczbe fotonow uderzaja-
cych w stozek. Calkowita sila dzialajaca na stozek w
przypadku czarnej powierzchni wynosi wiec
np
Fy=nAF=—. 69
1 Al (69)
2) W przypadku drugim Swiatlo jest calkowicie
odbijane. Niech AF| oznacza sile od promieniowa-
nia dzialajaca na niewielka powierzchnie stozka i
prostopadla do niej. Z II zasady dynamiki mamy

Ap, _2p,
At At

AF, = (70)
gdzie p, — skladowa calkowitego pedu fotonéw uderza-
jacych w niewielka powierzchnie¢ stozka, prostopadia
do powierzchni bocznej stozka. Z zaleznosci geome-
trycznych p, = psin(6/2), gdzie 6 jest katem rozwar-
cia stozka. Poniewaz na przyspieszenie stozka ma
wplyw jedynie sktadowa sity rownolegta do osi stozka
i poniewaz, ponownie z zaleznosci geometrycznych,
(AF))os = AF,sin(0/2), zatem calkowita sita od
promieniowania dzialajaca na stozek w przypadku
powierzchni odbijajacej $wiatto wynosi

2npsin?(0/2)
Fop=————=. 71
2 A7 (71)
Rozpatrzmy stosunek
.2
Py _az _ 07 < 2npsin©(0/2) /At ~2sin2(6)2),
P a np/At

(72)

skad otrzymujemy odpowiedz.

f = 2 arcsin ﬁ ~ 72.5°,

25
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Zauwazmy, ze kula o indeksie 4 bedzie znajdowad sie
na symetralnej odcinka L. Ze wzgledu na symetrie
mozemy zatem rozpatrywaé tylko kule po jednej
stronie, gdyz wszystko bedzie analogiczne po stronie
drugiej. Ponumerujmy wiec kule po jednej stronie
od 1 do 4, gdzie kula o indeksie 1 jest kula najnizej
polozona, a kula o indeksie 4 skrajna, unieruchomiona
kula. Na kule o indeksie 1 < ¢ < 4 dzialaja nastepu-
jace sily: mg, R(i_1); 1 Rj41)i, gdzie Ry, oznacza
site reakcji z jaka kula o indeksie m dziata na kule o
indeksie n. Oczywiscie z I11 zasady dynamiki zachodzi
|Ryn| = |Rnm|- Niech o oznacza kat jaki tworzy pret
miedzy kulami ¢, ¢+ 1 z poziomem. 7 tredci zadania
mamy «; = 30°. Wyznaczymy s i as. Rozpatrzmy
kule o indeksie 1. Z warunkéw réwnowagi dla tej kuli

mamy
mg = 2R21 sin 300 = R21 . (73)

Rozpatrzmy kule o indeksie 1 < ¢ < 4. Z warunkéw
réwnowagi

R(i—1yicosai-1 = Ri(i1) cos (74)
R(i—l)i sin Q-1 +Mmg = Ri(i+1) sin Q.

FLatwo sprawdzié¢, ze warunek zerowania sie momentu

sily (np. wzgledem osi przechodzacej przez i + 1 kule

i prostopadlej do plaszczyzny ukladu) nie wprowadza

zadnego dodatkowego ograniczenia.

Dla ¢ = 2 mamy zatem

R15c0830° = mgcos30° = Ra3 cos as

oo . (75)
Ri198in30° + mg = Ragsinas,
eliminujac Ro3 z tych rownan otrzymujemy
1 +sin 30°
tanag = STERT V3, (76)
cos 30°

skad ag = 60° oraz Ros = /3myg. Analogicznie dla
1 = 3 otrzymujemy

Ro3 cosag = R3y cosag

: . (77)
Rossinag + mg = R3gsinag,
skad otrzymujemy
¢ > (78)
anqg = —,
3 73

a zatem cos as = \/5/2\/7 Ostatecznie zatem

L=2-I(cosaj + cosas + cosas)

_VB+VTH V2L (79)
) V7

co stanowi rozwiazanie zadania m
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Uklad mozemy traktowaé jako petle o rezystancji R ~
2pR/r? i pojemnoéci C ~ eymr?/d. Zgodnie z reguly
strumienia SEM indukowana w petli wynosi

£=|-anR?*i| = arR%v, (80)

gdzie v jest szybkoscia petli w danej chwili. Niech I
oznacza natezenie pradu ptynacego w chwili ¢ w petli.
Zachodzi 1

arR*u(t) = IR + @ (81)

rézniczkujac po czasie otrzymujemy

arR%a(t) = IR + é[. (82)
Sita magnetyczna dzialajaca na petle wynosi

F,, =27RI(t)Bs(R), (83)

gdzie B, jest sktadowa radialng indukcji pola magne-
tycznego. Mozna jg w prosty sposéb wyznaczy¢ ko-
rzystajac z faktu, ze dla pola magnetycznego catkow-
ity strumien przez powierzchni¢ zamknigta wynosi
zero Py = 0. Istotnie rozpatrzmy powloke wal-
cowa zakreslang przez spadajaca petle w czasie dt o
wysokosci vdt = dz i promieniu R. Calkowity stru-
mien przez ta powierzchni¢ zamknieta wynosi

®yor = [B.(2+dz) - B.(2)]7R* - B4(R) -2rRdz =0,

(84)

skad Bs(R) = aR/2. 7 drugiej zasady dynamiki
mamy zatem

ma(t) = mg - maR?I(t) . (85)

Korzystajac z (82) otrzymujemy zatem

R . 1 TaR?
24 o l=9-
arR CamR
Jest to niejednorodne liniowe réwnanie rézniczkowe
postaci

I. (86)

A1j+81]+01 :O, (87)
gdzie
R raR? 1
Aj=——, B;= — (O =-g.
T arR?’ ! m " CarR?’ 1=
(88)

Szkic rozwiazania z uwzglednieniem warunku brze-
gowego I(0) = 0 ma postaé

I(t) = —% (1—5%‘5) . (89)

Z (85) otrzymujemy zatem

raR? ﬁ
B

a(t) = g+ (1-e‘%f):A+BeCf, (90)

gdzie poszukiwane stale sa dane wzorami

A=g-B

_ a’m?RCyg

T a2m2RAC+m (91)
c- _oz27T2R4C +m

mRC
gdzie R = 2pR/r? i C = egmr?/d m

Szkic rozwigzania zadania 16.

Wskazania woltomierza nie sg réwne rzeczywistym
napieciom na rezystorach ze wzgledu na obecnosé
wewnetrznej rezystancji miernika. Nie wplywa ona
na pomiar SEM idealnego ogniwa, a zatem £ = 6V,
natomiast wplywa na pomiar napiecia na rezystorach,
gdyz zmienia natezenie pradu pobieranego ze zrodia.
Niech V,, (a = 1,2) oznacza napiecie zmierzone na
rezystorze R,. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac
V1 =2V iV,s=3V. Niech I, I' oznaczaja odpowied-
nio natezenie pradu pobieranego ze zrédla w przy-
padku podlaczenia woltomierza do R; lub Ry. Z
napieciowego prawa Kirchhoffa

E=Vi+IRy=Vo+I'R;. (92)

Niech Ry oznacza opér wewnetrzny miernika. 7
prawa Ohma mamy

R R (93)
1 1
I'=V (— + —) :
“\Ry Ry
YLaczac powyzsze rownania otrzymujemy
1 1 -
(i)
Ri Ro Ry (94)
()-SR
\R, R, R

Dzielac odpowiednio przez V; i Vs i odejmujac stron-
ami otrzymujemy

Rg —Rl _ E%Rl - Vl‘/2R1 —5V1R2 + Vl‘/QRQ

Ri1 Ry ViVaR1 Ry
(95)
Po przeksztalceniach otrzymujemy
Vo Ry
—=—. 96
VTR (96)

Rzeczywiste napiecia U, na rezystorach sa wiec dane
wzorami

£ A%
U, = - =924V
RN PR AR ’ o
97
Uy = £ _ &V =36V,

co konczy rozwiazanie zadania m
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Problem jest do$¢ typowy. Mozna go znaleZé w
wielu podrecznikach akademickich do podstaw elektro-
dynamiki (patrz np. D.J. Griffiths ,,Podstawy elektro-
dynamiki”) jako pokaz wykorzystania magnetycznego
potencjalu skalarnego (sic!). Ponizej prezentujemy el-
ementarne rozwigzania bedgce w zasiegu wiedzy liceal-
nej.

Przede wszystkim stwierdzamy, ze jednorodna
magnetyzacja M = MX odpowiada pradowi
powierzchniowemu K(6) = M sinfz plynacemu po
powierzchni cylindra (to powinno zostaé¢ umieszczone
jako wskazowka wraz z definicja pradu powierzch-
niowego), gdzie 6 jest katem miedzy r i X. Jed-
noczeénie poniewaz cylinder jest bardzo dlugi, wiec
mozemy traktowaé problem jako dwuwymiarowy (tj.
tak jakby cylinder byl nieskoniczony). Rozwazmy
uklad w plaszczyznie xy. Skorzystamy z faktu, iz pole
magnetyczne wytwarzane przez nieskonczony pros-
toliniowy przewdd, przez ktory ptynie prad o nateze-
niu I = K dl wynosi

Kdl
B:NO 7

2ms (98)

gdzie s jest odlegloscia od przewodu. Niech P bedzie
dowolnym punktem wewnatrz cylindra w rozwazanej
plaszczyznie. PoprowadZzmy proste prostopadte AC' i
BD przechodzace przez P oraz zakreslmy niewielkie
tuki o srodkach A, B, C, D takie, ze katy o wierz-
chotku P wyznaczone przez ich konice sa sobie rowne
i wynosza dw. Niech 04, 0p, 0c, 0p oznaczaja katy
skierowane miedzy osia = (kierunkiem magnetyzacji),
a odcinkami odpowiednio OA, OB, OC i OD, gdzie

O jest srodkiem okregu. Przyczynek do catkowitego
pola magnetycznego od pary punktéow A, C' wynosi

dB; =

poM (dlAsinﬂA B dlcsiHGC) , (99)

2 AP CcP

gdzie dl oznacza dlugosé zakreslonego tuku wokot
danego punktu. Przyczynek ten jest skierowany
wzdhiz BD. Analogicznie przyczynek od pary B, D
wynosi

By = oM (dlB sinfp B dip sinHD)

1
2m BP DP (100)

i jest skierowany wzdtuz AC. Z zalozenia o réwnosci
katéw wyznaczonych przez zaznaczone tuki mamy
jednak

dy _dlo e
AP CP  cosdJOAC’ (101)
dp _dlp e
BP DP cosdJOBD’
przy czym oczywiscie cosJOBD = sin(%) i
cosJOAC = sin(%). 7 powyzszego zatem
poM dw sinf4 — sin ¢
dBl = I
2w sin%
oM dw sinfpg —sinfp (102)
dBs =

a1 sin 2208

Udowodnimy, ze wypadkowa tych przyczynkow jest
skierowana réwnolegle do osi x. Istotnie niech ~ oz-
nacza kat skierowany miedzy prosta rownolegta do x
przechodzaca przez P, a prosta AC. Udowodnimy, ze

6p-0gp

dB; sinf4 -sinfe sin =25
aB. =t . 103
dBy  sinflg —sinfp sin % an-y (103)

Istotnie tatwo pokazaé¢ (np. korzystajac z liczb ze-
spolonych), ze
sinf¢c —sinf 4 cosfp —cosbp

tany = = —— -
cosfc —cosfy sinfp —sinfp ’

(104)

7 powyzszego po prostych przeksztatceniach mamy za-

tem

Op +6
tany = tan % (105)

oraz
0a+0c=0p+0p+(2k-1)n, keZ. (106)

Jednoczesnie po prostych przeksztalceniach

6p—-6p CcoS Oa+0c
2

= 2 (107)
sinfp —sinfp sin 9059“ cos 9’3;9’3 '

sinf 4 — sin O sin




czyli z powyzszego

. . . 0p-0p
sinf 4 —sinf¢ sin 25—

: - = tan m| 108
sinfp —sinfp sin% K (108)

W takim razie przyczynek od czwoérki punktéw A, B,
C, D jest skierowany zgodnie z wektorem magnetyza-
¢ji 1 wynosi

M M
dB =1/dB,? + dB,2 = “02 do o moM i (109)
T

™

Catkowita indukcja pola magnetycznego w punkcie P
wynosi zatem

= LM, (110)

czyli wewnatrz cylindra pole magnetyczne jest jed-
norodne m
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Pole elektryczne $wiatla odbitego od plytki bedzie
superpozycja poél elektrycznych promieni $wietlnych
odbitych kolejno od gérnej i dolnej powierzchni
plytki. Poniewaz drgania pola elektrycznego sa ko-
herentne, zatem aby obliczy¢ wypadkowe natezenie
$wiatlta musimy najpierw obliczy¢ wypadkowe pole
elektryczne (nie mozemy dodawaé natezen swiatla).
Poniewaz I ~ E?, wiec amplituda pola elektrycznego
promienia po przejsciu przez granice powietrze-szklo
wyniesie /TEp, a promienia odbitego +/1-rEj.
Wprowadzmy parametr [ = /1 —-r. Pole elektryczne
promienia odbitego od gérnej powierzchni od strony
powietrza wynosi

lEysin(-~wz/c+wt+7) =1Epsin(¢p+7).  (111)

Pole elektryczne n-tego promienia wychodzacego z
plytki po goérnej stronie po n odbiciach od dolnej
powierzchni plytki wynosi

E, =rl>" ' Eysin(¢ + nd), (112)

gdzie 0 = %h (h - grubo$é plytki). Istotnie ampli-
tuda pola elektrycznego promienia po przejsciu przez
granicg powietrze-szklo wynosi \/rFEy, kazde odbi-
cie mnozy ja przez czynnik [, a odbi¢ tych jest za-
wsze nieparzyscie wiele, dodatkowo przy przejsciu
ponownym przez granice szklo-powietrze nalezy ja
pomnozy¢ przez czynnik /7. Wypadkowe pole elek-
tryczne $wiatta odbitego od plytki wynosi wiec

Eior =l Egsin(¢ + )+

+7Eg [Isin(¢ +6) + 1P sin(¢+26) +...] . (113)

Podstawiajac h = A\/4 otrzymujemy 6 = 7 zatem

Etot = —ZEO sin ¢+
+rEosing [(-1-1°-1"—.)+ (P+1"+..)].
(114)
Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest réwne sumie

dwdéch szeregéw geometrycznych, ktére z tatwoscia
mozna obliczy¢

1+12

FEiot = —lEgsin ¢ + rEysin ¢

o1+ B+l

:—E()Sln(bw
21

1+12°

(115)

= -Fysin¢

Amplituda pola elektrycznego $wiatta odbitego
wynosi zatem

21
12

Natezenie Swiatta odbitego jest wiec réwne

(116)

47? 1-r
I, =1 =47 .
(1+12)2 (2-7)2

(117)

Oczywiscie ze wzgledu na zachowanie energii nateze-
nie $wiatla przechodzacego przez plytke jest réwne

1-r

I=I-1,=1-4———
! (2-1)?

" (118)
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Droga optyczna $wiatta wewnatrz kuli jest dana przez

c(tp—ta) = f n(r)\/1+r2¢ (r)2dr
o (119)
:fF(qb',r)dT.

Zgodnie 7z zasada Fermata catka ta musi by¢
stacjonarna, zatem z tw. Eulera—Lagrange’a musi za-
chodzié

F
g—(b/ = P = const., (120)
skad
do_P___ 1 (121)

dr T\/nQ(r)TQ—P.

Dla zadanej trajektorii zachodzi

7"2—R2
2rb )7

o(r) = arcsin( (122)



skad
2PV R? + b2

n(r) = r2 + R?

Calke ruchu P wyznaczymy z warunku n(R) = 1, skad

P = R?/VR? + b2, zatem

(123)

n(r):L ]

e (124)

=|
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W rozwigzaniu klade c = 1.

Niech B, B,, B, oznaczaja predkosci poszczegol-
nych czastek, a &, &,, &, — ich energie relatywisty-
czne. 7 zasady zachowania czterowektora energii—
pedu mamy

e m /8 vy
_ mﬂe _ PMp + m ﬁ (125)
VI-82 1-83 /1-52
oraz
My =be+6p+6,. (126)

Podnoszac pierwsze réwnanie skalarnie do kwadratu
i korzystajac z zaleznoéci

(127)

otrzymujemy

EZ-m? = EF-m2+E)-ml+26,8,B,B, cos U, (128)

e

gdzie U jest katem miedzy B, i B,. Poniewaz cos ¥ <
1, wiec z powyzszego otrzymujemy nieréwnosé

EX-mI<EI-m+E-mL +26,6,BpB, . (129)

Jednoczesnie podnoszac réwnanie (126) do kwadratu
mamy

(mn = &) =&+ 8 +26,6, . (130)

7 powyzszego zatem

mn (28, —my) < (m? - mf, -m2) -28,6,(1-B,6,),

(131)
czyli
g<mi_m§+mg_mg_mpmu 1_6pﬁu )
. 2my my /(1= B2)(1-57)
(132)
Zauwazmy, ze
L pg, - LBR) (L B)-B) o

2

10

skad

1_ﬂpﬂu _
JaA-({1-52)
_ 1_Bpﬂu _
A8+ B+ By)(1-5,)
_ 1\/(1 _/Bp)(l +ﬁl/) + 1\/(1 +/8p)(1 _ﬁV) >1
2T+ B)1-8,) 2/A-Bp)(A+B)

(134)

gdzie ostatnia nieréwnos¢ wynika z elementarnej
nieréwnosci dla dodatnich liczb rzeczywistych

1
T+ —>2. (135)
T
W takim razie
& < mﬁ—m§+mg—m3 _ mpMmy, _
°- 2my, my
2 2 2
_ g+ mg (mp +my) (136)
2my
m2 —m?
v — ~ 1.29 MeV [ |
2my,



