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Podstawy mechaniki kwantowej

It seems clear that the present quantum mechanics is
not in its final form ..

P.A.M. Dirac

0.1 Wprowadzenie
0.1.1 Roéwnanie Schrodingera

Rozpatrzmy nastepujacy problem: czastka o masie m
znajduje si¢ w polu potencjalnym o potencjale V(r, t).
Chcemy znalezé jej trajektorie r(¢) dla ustalonych wa-
runkéw poczatkowych r(0), £(0). W nierelatywistycz-
nej mechanice klasycznej nalezaloby wiec rozwiazaé
réwnanie rézniczkowe

1
r=—-——VV(r,1).
= ——VV(r1)

Doswiadczenia jednakze dobitnie pokazuja, iz takie
klasyczne podejécie jest zupelnie nieadekwatne dla
obiektow z mikroswiata. Poprawnym roéwnaniem opi-
sujacym takie czastki jest rownanie Schrodingera

h? ., oV

gdzie h jest zredukowana stala Plancka. Funkcje
U(r,t) : R* — C nazywamy funkcja falowa czastki.

0.1.2 Interpretacja Borna funkcji falowej

Czym wladciwie fizycznie jest U(r,t)? W interpre-
tacji statystycznej Borna moéwimy, iz znaczenie fi-
zyczne ma jedynie rzeczywista wielkogé U* W = |¥|2,
ktéra okresla gesto$é prawdopodobienistwa znalezie-
nia w chwili ¢ czastki w punkcie r, tj. wielko$¢

Pp(t) = ﬂ T d3r
D

jest prawdopodobienstwem znalezienia czastki w ob-
szarze D w ustalonej chwili £.

0.1.3 Problem pomiaru i kolaps funkcji falo-
wej

Teoria kwantowa pozwala stwierdzi¢ jedynie, z ja-
kim prawdopodobienstwem mozemy znalezé czastke w
pewnym otoczeniu punktu r. Dokonujac pomiaru jej
polozenia, stwierdzamy jednakze, iz czastka ma kon-
kretne polozenie r, (oczywidcie w granicach niepew-
nosci pomiarowych przyrzadéw). Co wiecej, natych-
miastowe powtdrzenie pomiaru potozenia nie zmie-
nia wyniku tj. czastka nadal jest w punkcie r, tak
dhugo, jak ja tam mierzymy. Zjawisko to nazywamy

kolapsem funkcji falowej. W takim razie akt pomiaru

drastycznie zmienia funkcje falows.

Te obserwacje byly i nadal sq¢ punktem wyjscia
dla powaznych rozwazan filozoficznych. My przyj-
miemy jednak postawe aksjomatyczng usprawiedli-
wiong mnogoscig zastosowan teorii opartej na tych
nieintuicyjnych postulatach.

0.1.4 Postulaty
Zatozymy wiec, iz

e Stan czastki kwantowej o masie m jest opisy-
wany funkcja ¥(r,t) : R* — C, ktéra nazywamy
funkcja falows.

o Interpretacje fizyczna nadajemy jedynie rzeczy-
wistej wielkoéci W*W, ktéra interpretujmy jako
gesto$¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki
w polozeniu r w danej chwili ¢, tj.

Pp(t) = ﬂf T dPr
D

jest prawdopodobienstwem znalezienia czastki w
obszarze D w chwili ¢.

e Przy braku ,zewnetrznej ingerencji” w uklad
funkcja ¥ spelnia réwnanie Schrédingera

h? OV

e Ingerencja w uklad powoduje kolaps funkcji fa-
lowej, ktory utrzymuje sie tak diugo, jak ditugo
obecna jest ,zewnetrzna ingerencja” i objawia
sie nieciagla zmiana gestosci prawdopodobien-
stwa do postaci funkcji delta Diraca

U (r,1)]* = 6% (r — o)
gdzie r, jest zmierzonym polozeniem czastki.

o Po zaprzestaniu ingerencji funkcja falowa znéw
ewoluuje zgodnie z réwnaniem Schrodingera,
przy czym warunki brzegowe sa dane przez jej
postaé¢ w stanie kolapsu.

o Postulat o wartosci oczekiwanej [wyjasnienie da-
lej)

e Postulat o uogélnionej interpretacji statystycznej
[wyjasnienie dalej)



0.1.5 Normalizacja

Przyjmujac interpretacje statystyczna, musimy mieé
pewnos$é, iz funkcja falowa jest unormowana dla
wszystkich chwil ¢, tj. dla kazdego ¢ zachodzi

* 3. __
I]st U0 dr = 1.

Zauwazmy, iz jesli U spelnia rownanie Schrodingera
to U/ = ¥ dla pewnej liczby zespolonej « réwniez je
spelnia. W takim razie szukamy stalej o € C takiej,
ze dla danego rozwiazania réwnania Schrodingera ¥
funkcja a¥ spelniala warunek unormowania. Jesli dla
danej W nie jest to mozliwe to taka funkcje falowa na-
zywamy nienormowalng i odrzucamy jako niezgodna z
interpretacja Borna. Jednocze$nie powyzsza calka nie
moze by¢é zalezna od chwili ¢, w ktorej ja obliczamy.
Na szcze$cie mozna udowodnié, iz tak wiasnie jest.
Istotnie

d . 13 ov* LU o
| RS (v + v %) .
Jesli ¥ spelnia réwnanie Schrodingera
h? ., 0¥

to biorac sprzezenie zespolone obu stron réwnosci
otrzymujemy

ov* h?
= |+—A-V|T*
ot [+ 2m V] ’

ih

przy czym zalozylidmy tutaj, iz . W takim ra-
zie

ovr oV ih .
Vo + W = o (VAT - WAT)

Korzystajac z drugiej tozsamosci Greena mamy wiec

jfj oY) dBr = i (U*VT — UVT*) - dS
ot 2m
RS ORS

ale ze wzgledu na fakt, iz przy |r| — oo funkcja fa-
lowa musi dazy¢ do 0 (aby byla normowalna) catka
po prawej jest po prostu réwna 0 B

Zauwazmy jeszcze, iz w przypadku ograniczonego
obszaru D C R® mamy z powyzszego

dPp h ) .
=2 __ngﬁ(xp VU — UVI*)-dS

czyli interpretujac wielkosé J := %(\I/*V\I/ A4
jako gesto$é¢ pradu prawdopodobienstwa, widzimy, iz
spelnione jest réwnanie ciaglosci

ap

VeI=—5

gdzie oczywiscie p = U* .

Jesli V € C i oznaczymy V = a +if to z faktu, iz ¥
spelia réwnanie Schrodingera mamy

K2 ov*
——AU* —1B8)U* = —i ,
2m + (o= 15) ih ot ’
skad
ov* ov ih 203
R U — = — (AU — VAT* —U* .,
ot * ot 2m( )+ h

W takim razie otrzymujemy

dP  (er O(9*W 28 ¢r(
at ”J (816 )dgr = % !RU U0 dr .

W takim przypadku prawdopodobienstwo P znalezie-
nia czastki gdziekolwiek w przestrzeni nie jest stale
réwne 1, tylko maleje (dla 8 < 0) zgodnie ze wzorem

A

W takim przypadku opisujemy niestabilna czastke,
ktéora rozpada sie po uplywie jej czasu zycia 7 =

—1hp1.

0.1.6 Operatory i warto$é¢ oczekiwana

o Warto$¢ oczekiwana (wartosé¢ $rednig) funkeji
f(z) przy jednowymiarowym rozkladzie prawdo-
podobienstwa danym funkcja gestosci p(z) defi-
niujemy jako

o Odchylenie standardowe o funkcji f(z) dla roz-
ktadu prawdopodobienstwa danego funkcja ge-
stosci p(x) definiujemy jako

o= V(2 = (N2 =VI(f~ (M.

Wielko$é 02 nazywamy wariancja.




W mechanice kwantowej interpretacje statystyczna
rozszerzamy dodatkowo o postulat (ktéry nazwiemy
ypostulatem o wartoéci oczekiwanej”), iz warto$é
oczekiwana mierzalnej podstawowej wielkosci dyna-
micznej (np. x, p,, H) zaleznej od polozenia i pedu
Q(z,p) obliczamy jako

Q) = H o [Q (m ihai)] U dir
s

gdzie Q jest operatorem kwantowo-mechanicznym
powstalym z wielkosci dynamicznej @ przez pod-
stawienie p, fiha% (analogicznie dla p,, p.)
i z — 2z (analogicznie dla y, z). Operator p na-
zywamy operatorem pedu, natomiast operator
— operatorem polozenia. Warto$¢ oczekiwana (Q)
okresla $rednia z pomiaréw wielkosci dynamicznej Q
na wielu oddzielnych czastkach (uktadach) opisywa-
nych zadanag funkcja falowa ¥ (méwimy o czastkach
znajdujacych si¢ w stanie ).

Uwaga! Przy definiowaniu operatora oprécz poda-
nia wyniku jego dzialania na funkcje falowa ¥ nalezy
podaé jego dziedzine tj. zbioér funkeji falowych (np.
LZ[R]) na ktére dziala.

Moéwimy, iz pewne dwa operatory AiB komutuja
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi

A(BY) = B(AD).
KoznuAtatorem operatorow AiB nazywaly opera-
tor [A, B] zdefiniowany jako
[A, B] := A(B(-)) - B(A()).
Latwo pokazaé, iz [x,fiha%] = ih. Zaleznos¢ te
nazywamy kanoniczna relacja komutacyjna.

Dla dowolnych operatoréw A, B, C zachodzi

Y
o

S8
I

A+ [
[AB,C) = A[B,C] + [A,C)B

)

0.2 Formalizm

Podstawowymi wielkoSciami w mecha-
nice kwantowej sa funkcje falowe W, ktére
reprezentuja stan ukladu oraz operatory Q, ktore
reprezentujg tzw. obserwable, czyli mierzalne, pod-
stawowe wielko$ci dynamiczne. Ze wzgledu na
warunek normalizacji

* 3.
fR[ U d3r =1 < +oo

funkcje falowe reprezentujace fizycznie realizowalne
stany naleza do zbioru funkcji zespolonych catkowal-
nych z kwadratem modutu, ktéry oznaczamy

L2[D] = {\I/(r) Dl [ et < +oo} :
D

gdzie D jest dowolnym podzbiorem R?, w szczegdlno-
éci D = R3.

0.2.1 Definicje i podstawowe twierdzenia

e Mozna udowodni¢, iz (LZ[D],C,+,-) jest prze-
strzenia wektorowa. Elementami tej przestrzeni
wektorowej sa funkcje ¥ € L2Z[D], ktére be-
dziemy czasami oznaczaé |U).

o Definiujemy iloczyn wewnetrzny wektoréw |Uyq),
[W2) jako

(T[T = ﬂ Ui, dPr .
D

Mozna udowodni¢, iz para ((LA[D],C,+,), (:]-))
jest przestrzenia unitarng i zupelna, czyli jest
przestrzenia Hilberta (bedziemy ja oznaczaé IL2).

e Méwimy, iz funkcja W jest unormowana iff
(P|T) =1.

o Zbiér funkcji {¥,} C LZ[D] nazywamy
ortonormalnym iff (U;|¥;) = d,;, gdzie d;; ozna-
cza delte Kroneckera.

e Zbiér funkcji {¥,} <C LZ[D] nazywamy
zupelnym iff dowolng funkcje ¥ € LZ[D]
mozna przedstawi¢ jako uogdlniony szereg Fo-
uriera wzgledem ciagu (U,,)

U = i eV, .
n=0

Jedli {¥,,} jest ortonormalny i zupelny to wsp6i-
czynniki ¢, sa dane przez

cn = (0, |0).

e Warto$¢ oczekiwana obserwabli () wyrazona za
pomocs iloczynu wewnetrznego wynosi

(Q) = (¥|QW) |.

e Dziedzing operatora Q reprezentujacego obser-
wable @ jest zbiér ¢ C LZ[D] taki, ze V¥ € € :
QY € LZ[D).




e Sprzezeniem hermitowskim operatora liniowego

Q nazywamy operator Q' taki, ze dla dowolnych
funkeji Uy, ¥y € LZ[D]

(U1[|QWs2) = (QT|Ty) .

e Operatorem hermitowskim (samosprzezonym)

nazywamy operator Q taki, ze Q = Qf, ktoérego
dziedzina pokrywa sie z dziedzina operatora do
niego sprzezonego.

e Operator Q reprezentujacy mierzalng, podsta-
wowg wielko$¢ dynamiczna () musi by¢ operato-
*

rem hermitowskim, gdyz (Q) = (Q)*.
0.2.2 Stany zdeterminowane i widmo opera-
tora

Stanem zdeterminowanym dla obserwabli ) nazy-
wamy stan ¥, dla ktérego zachodzi

o5 ={Q—(Q))*) =0,
czyli w takim stanie kazdy pomiar wielkosci @ da te
samg warto$é A = (Q). Z powyzszego

0= (T|(Q—2)*T) = ((Q — NT|(Q ~ N¥),

gdzie skorzystalem z faktu, iz ¢ = Q — A jest her-
mitowski, wiec (U|G(¢§¥)) = (¢¥|GT). W takim razie
stan zdeterminowany ¥ spelnia rownanie wlasne

QU = \U.

Liczbe A nazywamy wartoscia wlasna (eigenvalue).
Widmem operatora nazywamy zbiér wszystkich war-
tosci wlasnych operatora, tj. zbior wszystkich takich
liczb A, iz istnieje pewien wektor |¥) # |0) spelnia-
jacy réwnanie wlasne dla tej eigenvalue. Kazdy wek-
tor |¥) # |0) spelniajacy réwnanie wlasne dla pew-
nej wartoéci wlasnej \ nazywamy wektorem wlasnym

(eigenvector) operatora Q odpowiadajacym wartosci
wlasnej .

e Widmo dyskretne. Jesli widmo operatora jest
zbiorem przeliczalnym, to nazywamy je dyskret-
nym.

e Widmo ciagte. Jedli widmo operatora jest zbio-
rem nieprzeliczalnym, to nazywamy je ciagglym.

Uwaga! Je$li widmo operatora Q jest ciagle to
funkcje wlasne |¥) nie sa normowalne i nie naleza do
L2 ani nie reprezentuja fizycznie realizowalnych sta-
now dlatego nalezy sie z nimi bardzo ostroznie obcho-
dzié.

0.2.3 Uogdblniona interpretacja statystyczna

Pomiar obserwabli @ reprezentowanej przez opera-
tor Q posiadajacy widmo dyskretne zawsze zwrdci
jedna z wartosci wlasnych tego operatora. Prawdopo-
dobienstwo uzyskania okre$lonej wartosci wtasnej A,
dla czastki w stanie ¥ jest réwne

|cn|27 en = (U,|0),

gdzie |¥,,) jest unormowanym wektorem wiasnym od-
powiadajacym A, przy czym zachodzi

o0

Z|Cn|2 =1.

n=0

Pomiar obserwabli () reprezentowanej przez operator
Q posiadajacy widmo ciggle moze zwréci¢ dowolna
wartos¢ wlasna ¢ nalezaca do widma, ale prawdo-
podobienstwo uzyskania wartosci wlasnej z zakresu
(¢, q + dq) jest Scisle okreslone i wynosi

le(q)*dg ,  e(q) = (eq] W),

gdzie |e,4) jest unormowanym w sensie Diraca wekto-
rem wlasnym. ,Normalizacja” w sensie Diraca polega
na takim pomnozeniu przez stala a € C wektoréw
wlasnych e, Ze spelnione jest

lof? [[] €5, (t)eqs (r) dr = (a1 — o)
R3

dla dowolnych wartoéci wlasnych qi, g2, przy czym
d(q1 — g2) jest delta Diraca.

Operatorem Q jest zwykle operator Hamiltona H=
—%A + V(r) i jesli posiada on widmo dyskretne, to
wartosci wlasne okreslaja dozwolone energie uktadu
natomiast wspétezynniki |c,|>~ prawdopodobienistwa
uzyskania w wyniku pomiaru energii jednej z wartosci
dozwolonych, jesli czastka jest w pewnej superpozycji
stanéw wilasnych W,,.

0.2.4 Ogdlna zasada nieoznaczonosci

Rozwazmy pewne dwie obserwable A i B repre-
zentowane przez operatory samosprzezone Ai B.
Oznaczmy a = (A), b = (B) (sa to rzeczywiste funkcje
czasu). Obliczmy wariancje 0%, 0%
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Z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza, oznaczajac [ =
(A—a)¥ig=(B—>b)¥ mamy

(A= a)¥|(A - a)¥)
(B —b)¥|(B— b))



aiop = [(flo),

ale dla dowolnej liczby zespolonej z = x + iy

N 2
Z—Z
|Z|2=x2+y22y2:< - ) '

2i

W takim razie

o20% > (Km>@wf,

skad po prostych obliczeniach otrzymujemy

1 2
Ay = () |

gdzie| C' = [/1, B] . Jesli operatory A i B komutuja, to

powyzszy zwiazek nie naklada zadnych ograniczen; w
przeciwnym wypadku iloczyn wariancji musi spetniaé
okreélong nieréwnos¢. Dla A = x i B = p, odtwa-
rzamy zasade¢ nieoznaczonosci Heisenberga

h

Ox0p, = 5

Wielkosci o @ op, charakteryzujq rozrzut mierzo-
nych wartosci pedu i poloZenia wokol wartosci $red-
nich. Wielkosci te sq jednoznacznie wyznaczone przez
funkcje falowe i nie nalezy ich utozsamiac ze zdolno-
Scig rozdzielczq przyrzadu.[...] Zdolnosci rozdzielcze
przyrzedow rowniez nie podlegajg Zadnym teoretycz-
nym ograniczeniom pod warunkiem, zZe mamy do czy-
nienia z roznymi urzgdzeniami do pomiaru polozZenia
i pedu. Jezeli jednak tak jok w przypadku mikroskopu
Heisenberga, chcemy dokonaé jednoczesnego pomiaru
potoZenia i pedu za pomocg jednego przyrzqdu, to zdol-
nos$ci rozdzielcze pomiaru polozenia i pedu bedq ogra-
niczone zwigzkiem Heisenberga (Ax Ap, ~ h).

I. Biatynicki-Birula, M. Cieplak, J. Kaminski,
, Teoria kwantéw. Mechanika falowa.”
0.2.5 Zasada nieoznaczonos$ci energii—czasu

Niech @ bedzie pewng obserwabla reprezentowang
przez samosprzezony operator (). Obliczmy pochodna
CZasowa,

= aian = (5r]ev) + (10

gdzie zaloZyliémy, iz dla operatora @ zachodzi
3(Q\I') Q

tomlabt

. Z réwnania Schrédingera mamy na-

ov

HU =ih—
! ot '’

skad

Q) 1 a0 L w0
o = T (HYQY) + —(V|QAY)).

Poniewaz operatory Q i H Sa samosprzezone wiec
(HU|QV) = (V[H(QW)), skad

gdzie |F = %[FAI ,Q]|- Roéwnanie to nazywamy

uog6lnionym réwnaniem Ehrenfesta. Zauwazmy,

iz wartosci oczekiwane spelniaja pewnego rodzaju

IT zasade Newtona. Istotnie [H, —inZ] = ihdL i
analogicznie dla vy, z, skad
d(p)
=(F
dt < > ’
gdzie F = —%—‘;. Zauwazmy réwniez, iz jesli V' jest

niezalezne od czasu to z uogdlnionego réwnania Eh-
renfesta otrzymujemy rodzaj prawa zachowania ener-

gii

gdyz [H,H] = 0.

Korzystajac z uogdlnionej zasady nieoznaczonosci i
uogblnionego rownania Ehrenfesta mamy wiec

h|d
mngﬁgw

Nieréwnos¢ te nazywamy zasada nieoznaczono$ci
energii—czasu.

0.3 Proste uklady jednowymiarowe

Zajmiemy sie teraz ukladami jednowymiarowymi,
ktérych potencjal jest rzeczywista funkcja = tj. V =
V(z). Wéwezas funkcja falowa spelnia réwnanie

h? 9? oV

\%4 U =ih—.
 2m 922 + V(@) ot
Zgodnie z ogdlng metoda separacji zmiennych poszu-
kujemy rozwigzan separowalnych postaci ¥(x,t) =
Y(x)¢(t) co po podstawieniu daje


https://en.wikipedia.org/wiki/Heisenberg%27s_microscope
https://en.wikipedia.org/wiki/Heisenberg%27s_microscope

B2 1 d2y

_ ., 1do
“mpdaz V@ =gy

=F,
gdzie na razie zakladamy, iz E jest pewna stala ze-
spolona. Z powyzszego widzimy, iz ogdlne rozwiazanie
separowalne ma postaé

U, t) = ¢(z)e P,

gdzie czynnik wyktadniczy nazywamy
czynnikiem oscylacyjnym, a funkcja (x) spel-
nia jednowymiarowe réwnanie Schrodingera
niezalezne od czasu postaci

n? d?
————+V = FEv|.
Rozwiazania tej postaci nazywamy

stanami ustalonymi. Stany ustalone maja wiele
waznych wlasnosci, ktére wymieniono ponizej.

e Wielko$¢ E musi byé rzeczywista. Istotnie za-
16zmy nie wprost, ze £ = «a + i8. Wbwczas z
warunku unormowania musimy miec¢

+00 too
oY w) . 2B apin / A
/ En dx—he Y*pdr =0,
skad 5 = 0.

o Warto$¢ oczekiwana dowolnej wielkosci @ nie za-
lezy od czasu. Istotnie W*W = )™, wiec

+oo
Q) = / QW dz .

Réwniez prawdopodobienstwo znalezienia czastki
w obszarze [a, b] jest niezalezne od czasu

Py = /bw*wdm :

e Stan ustalony jest stanem o
okreslonej energii calkowitej (inaczej stanem
zdeterminowanym operatora Hamiltona). Istot-
nie wartoS¢ oczekiwana energii calkowitej
(hamiltonianu) wynosi

+oo

2 2
/¢ﬁ V)| vde

=
|

 2m da?
—o0

+oo
E / Y*Yde=F,
— 00
natomiast wariancja hamiltonianu wynosi

o} = (H) - (H) = B>~ F* =0,

czyli kazdy pomiar energii uktadu daje te sama
warto$¢ E. Z powyzszego widzimy, iz stala F ma
naturalng interpretacje energii caltkowitej uktadu
(co tlumaczy oznaczenie).

o Zawsze mozemy skonstruowaé rzeczywiste roz-
wiazanie ¢ € R niezaleznego od czasu réwnania
Schrédingera. Istotnie, jedliy € CiY = u+iv to
zaréwno u, jak i v spelniaja niezalezne od czasu
rownania Schrodingera, wiec 1* réwniez je spel-
nia. W takim razie ze wzgledu na liniowos¢ funk-
cja Y’ = 1p + ¢* € R takze je spelnia.

e Warunkiem koniecznym na unormowanie stanu
ustalonego jest warunek, aby energia calkowita
E byla wieksza od min{V(x)}.

W dalszej czesci rozwiazemy standardowe jednowy-
miarowe uktady kwantowe.
0.3.1 Stany zwigzane i rozproszeniowe

Niech V (z) bedzie jednowymiarowym potencjatem.

o Jedli E < V(—00)iE < V(+00) to stan ustalony
bedacy rozwigzaniem réwnania Schrodingera dla
tego potencjalu nazywamy stanem zwiazanym.

o Jesli natomiast £ > V(—o0) lub E > V(400) to
stan taki nazywamy stanem rozproszeniowym.

0.3.2 Czastka swobodna

W przypadku czastki swobodnej mamy V(x) = 0,
zatem 1 spelnia rownanie

(1127’(/J _ 2mE
dz? h?2

ktérego rozwiazaniem ogélnym jest (mozemy przyjacé
E>0)

v,

¢($) — Aeikx +Be—ikm’



gdzie k := \/2mFE/h? i A, B € C. Stanem ustalonym
jest wiec

W(a, 1) = Ael (50 4 pel (he-Bt)

Zauwazmy, ze takie rozwigzanie nie jest normo-
walne, czyli zgodnie z interpretacja Borna czastka
swobodna nie moze istnie¢ w stanie ustalonym. Jed-
noczeénie nie mamy zadnych warunkéw na k, wiec ze
wzgledu na liniowo$¢ réwnania Schrédingera mozemy
skonstruowaé rozwiazanie ogdlne

k2h

+oo
\Il(m,t):\/% /A(/c)e“’”—mt) dk
— 0o

ktérego unormowanie jest juz mozliwe. Rozwiaza-
nie tej postaci nazywamy paczka falowa. Aby zna-
lez¢ funkeje A(k) dla zadanego ksztaltu poczatkowego
U(x,0), korzystamy z twierdzenia Plancherela

+oo
U(z,0) = \/% /A(k:)e”“dk:
T
7 4
A(k) = Ton / U(x,0)e % dy

Funkcje A(k) nazywamy transformata Fouriera funk-
cji ¥(x,0).

Jako przyklad rozwiazmy zagadnienie poczatkowe
czastki swobodnej dla

Wz, 0) = {r welad
0 , T € (_Oov_E)U(G,OO)

Oczywiscie taka funkcja jest juz unormowana, wiec
mamy

“+e€
1 " ik sin(ke
O Rk v

skad poszukiwane rozwiazanie to

“+o00
1 sin(ke) i(ko— S5 k%t) 47,

0.3.3 Nieskoniczona kwadratowa studnia po-
tencjalu

Rozwazmy potencjat

0 dl 0;
Vi) = , a z € [0;a
400, dla pozostalych x

Oczywiscie dla =z ¢ [0;a] v = 0, natomiast dla
x € [0;a] ¥ spelia réwnanie czastki swobodnej, za-
tem dostajemy rozwiazanie

b(x) Asin(kx) + Beos(kx), dlax € [0;d
xr) =
0, dla pozostalych x

gdzie k := \/2mFE/h?. Funkcja ¢ musi oczywiscie
by¢ ciagla (bo musi byé rézniczkowalna), wiec ¢ (0) =
(a) =0, skad B = 0 i otrzymujemy warunek
k="
a

gdzie n € N. Zauwazmy, iz w takim razie czastka w
studni nie moze przyjmowaé¢ dowolnej wartosci energii
calkowitej, a jedynie wartosci dane wzorem

n?m2h?

2ma?

n —

Nazywamy to kwantyzacja energii. Jednoczesnie z wa-
runku unormowania

a

+oo
/¢*1/de:A2/sin2wdx: 1,
a

0

skad A = £4/2/a. Otrzymujemy zatem rozwiazanie
na n—ty stan ustalony

2 .
Boo,t) = 2 sin (20 i,
a a

Stan ¥y nazywamy stanem podstawowym, natomiast
pozostale stany stanami wzbudzonymi (oczywiscie
dla n = 0 otrzymujemy nienormowalne rozwiazanie).
Rozwiazanie ogdlne jest zatem dane w postaci szeregu

U(z,t) = i cn VU,
n=1

gdzie ¢, € C sa stalymi wspoélczynnikami. Dla za-
danego ¥(x,0) zadanie polega na znalezieniu wspdl-
czynnikéw rozwiniecia ¥(z, 0) w szereg Fouriera sinu-
séw w przedziale (0;a)



0.3.4 Oscylator harmoniczny

Rozwazymy teraz problem oscylatora harmonicznego
o potencjale

V(z) = %mw%z.

Poszukujemy rozwiagzania réwnania rézniczkowego

T omdz T 2

g 2=

gdzie zgodnie z ogélnym twierdzeniem E > 0. Wpro-
wadzmy operatory drabinkowe A, i A_ zdefiniowane
jako

Ay = L [:th + mwx]
= V2hmw dx .

Obliczmy wielkosci A (A_w) i A_(A 1)

AL (A_y) L {thQw +m2w?ay — mwmp}

= %hmw dz?
S 1 d?
A_(A ) = S {rﬁd;f +miw?z?y + mwmp}

W takim razie mozemy zapisaé

ho 2
Ath) = (5 +3) v

gdzie oba réwnania sg rownowazne niezaleznemu od
czasu réwnaniu Schrodingera. Jedli teraz zadzialamy
operatorem odpowiednio A_ na pierwsze i AJF na dru-
gie ré6wnanie to otrzymamy (oznaczajac ¢_ = /Lz/J i

Yy = A+¢)

PO E 1 F—-—hw 1
A-(Ary-) = (m - 2> V- = ( ot 2) Y-
I E 1 EF+h 1
Ap(Ayy) (hw + 2) Yy = (;Z_w - 2) Yy

Widzimy wiec, iz jesli ¢ spelnia réwnanie Schrédin-
gera niezalezne od czasu z energia E to Agﬁ i /Lqp
rowniez je spelniaja z energiami odpowiednio E + hw
i B — hw. Jezeli znalezlibySmy dowolne rozwiazanie
g, to mozemy wéwcezas skonstruowaé nieskonczone
ciagi rozwigzan przez stosowanie operatoréw drabin-
kowych. Rozwiazanie to mozna zgadnaé w postaci

mw 12

Yo(x) = cpe™ 2n

Rozwiazanie to odpowiada stanowi podstawowemu
o energii (po podstawieniu do réwnania Schrédin-

1
gera) | By = ihw . Stala ¢y wyznaczamy z warunku

1/4

unormowania i wynosi| c¢o = (mw/him)~/* | Rozwiaza-

nie ¢, (z) o energii Fy + nhw uzyskujemy poprzez
n—krotne zastosowanie operatora A, . Wprowadzajac
bezwymiarowa wielko$¢

f::xﬂ%

Da(€) = en { {5 _ i‘} ne£2/2} = e €2 ().

gdzie wprowadziliSmy tzw. wielomiany Hermite’a H.,
zdefiniowane jako

2 d " 2
202 = —z7/2
Hn(z):=e {[z z} e } .

Rozwiazanie oscylatora harmonicznego w n—tym sta-
nie ustalonym ma wigc postac

mozemy zapisaé

U, (z,t) = cne_52/27{n(§)e_iEnt/h,
gdzie

Enhw<;+n> , n=0,1,2/...

Obliczmy prawdopodobienstwo znalezienia czastki
w stanie podstawowym oscylatora harmonicznego
w obszarze klasycznie zabronionym tj. poza prze-
dzialem [—+/h/mw;++/h/mw] odpowiadajacym ob-
szarowi klasycznego oscylatora o energii FE tj.

[—/2E /mw?; ++/2F /mw?]. Mamy

h [ e
P:2C§,/—L/e*£ d¢ ~ 0.157 .
mw .
1

0.3.5 Rozpraszanie na barierze potencjalu

Rozwazmy potencjal

2) = Vo, x € [—a;al
v {o, T

gdzie Vp > 0. Zgodnie z ogélnym twierdzeniem E > 0
oraz potencjal ten dopuszcza jedynie stany rozpro-
szeniowe. Dla © € (—o0;—a) rozwiazaniem separo-
walnym jest oczywiscie nienormowalna funkcja falowa
czastki swobodnej



wl(m) _ Aeikr _|_Be—ikrc7
gdzie k := \/2mFE/h?. Analogicznie dla z € (a;00)

1/)3(%) — Feikw + Gefikx’
Dla z € (—a;a) otrzymujemy natomiast réwnanie
a _om(to—F)
da? h? '

Aby zaprezentowaé zjawisko tunelowania, przyjmijmy
Vo > E. Wowczas rozwiazaniem jest

Yo(x) = Ce™ + De™"" |

gdzie k 1= \/2m(Vo — E)/h%. W takim razie

AelF* 4 Be~ikT x € (—o0; —a)
P(x) = < Ce® + De "% x € (—a;a)
Felk? 4 Geikz | x € (a; 00)

Z ciaglosci 9 1 jej pierwszej pochodnej (co wynika z
warunku, iz ¢ musi byé dwukrotnie rézniczkowalna)
mamy

d d
hl-a)=ua(-a), TE =)
dipy dis
ba(ra) = gs(+a), 2| =2
2(+a) 3(+a) de |, dz |,

Zalozmy, iz G = 0, woéwczas otrzymujemy warunki

Aefika +Beika = (e Ha + De"e
Clet@ _’_De—ﬁa _ Feika
Aefika _ Beika _ % (Cefna _ De’m) R
1
Defna _ %Feika
K

Oel{a _

skad

1. ik
Ce™ = iFe‘]w (1 + 1)

K
De™re = %Feik“ <1 - 1k>
K
24c— ke — Cemra (1 n %) + Der (1 - %)
2Be* = Ce™"® (1 - %) + De™ (1 + %)

Otrzymujemy wigc
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2 2

— sinh(2m)}

24e~ ke = peika {2 cosh(2ka) + i

. . 2 k‘2
2Belkt = —iFelk“L sinh(2ka)
K
Wyraziliémy, wiec wszystkie amplitudy przez ampli-
tude F' i state k, k. Wspolczynniki T, R € R zdefinio-
wane jako

_ P

AP

_ B
CJAP
nazywamy odpowiednio wspoétczynnikiem przenika-

nia i wspétczynnikiem odbicia. Po podstawieniu do-
stajemy

L IFP i
AP 14 ('{42:2]222)2 sinh?(2ka)
no IBEIFP (k)" sinh?(2ka)
[F2[AI2 14+ (”425];:2)2 Sinh2(2l-§a)

Zauwazmy, ze | T + R = 1| Wspdlczynniki te mozemy

interpretowaé¢ jako przyblizone prawdopodobienstwa
przenikania i odbicia na barierze czastek o energiach
zblizonych do F (poniewaz czastki te nie wystepuja w
stanach ustalonych, wiec nie maja dobrze okreslonej
energii). OczywisScie znalezione rozwigzania w stanie
ustalonym sa niefizyczne, gdyz nie mozna ich unor-
mowac.

0.3.6 Macierze M i S

Powyzsze obliczenia dla szczegdlnej postaci bariery
mozna uogdlni¢ na arbitralna bariere V(z) ograni-
czona do pewnego przedziatu [a; b]. Wéwczas poza ba-
riera rozwigzaniem réwnania Schrodingera jest

Aeikm + Befikx
¢($) = ikx —ikx ’
Fe'"* + Ge

gdzie k = \/2mE/h?, A, B, F,G € C. Natomiast we-
wnatrz bariery

Y(z) = Cfi(z) + Dfa(z),

gdzie f1, fo sa pewnymi liniowo niezaleznymi roz-
wiazaniami réwnania Schrodingera w przedziale [a; b].
Mozemy réwniez bez straty ogdlnoéci zatozy¢ fi, fo €
R. Z warunkéw brzegowych mamy



2FetiR — O (fl(b) + % {(b)) +D (fz(b) + é é(b)>
2Ge 1 = ¢ (fl(b) - % 1 )> +D (f2(b) % é(b))
24etike — ¢ (fl(a) + %f{(a) + D |{ fa(a) + Jﬂfé(a)) |

skad

Befika B Sll 512 AeJrika B S Ae+ika

Fe+ikb - 521 522 Ge—ikb - Ge—ikb )
gdzie S nazywamy macierzg rozpraszania lub po pro-
stu S—macierza. Jej elementy sa dane przez

o] a3 |oz o3
1 a3 oy |og oy
S= * * ?
a1 Qg o] m a1 Qg
A Ml as s |as oy

gdzie

o= Fi0) + L HB), ar = fa(b) + o F0)
03 = file) + - fila), aa = fola) + o fi(@)

Macierz ta informuje o amplitudach fal wychodza-
cych z bariery (B i F) wyrazajac je za pomoca am-
plitud fal wchodzacych do bariery (A i G).

Macierz przejscia M definiujemy analogicznie przez
relacje

Fe+ikb B ]\411 ]\412 Ae+ika B Ae+ika
Ge—ikb - ]\421 Mgg Be—ika - Be—ika ’

ktora pozwala okresli¢ amplitudy fal po jednej stro-
nie bariery poprzez amplitudy fal po drugiej stronie
bariery. Macierz ta posiada uzyteczna wlasnodé, iz
dla ukladu kilku barier o macierzach transformacji
My, ..., M,, macierz zastepcza (tj. okreslajaca zalez-
nos¢ miedzy amplitudami fal po jednej stronie ukladu
barier i amplitudami fal po drugiej stronie uktadu ba-
rier) ma postaé

M=M; -Mg-...-M,.

Oczywiscie zachodzi

M 1 {—detS 522:|-

T Sn | -Su 1
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0.3.7 Metoda numeryczna

Zalézmy, iz chcemy rozwiaza¢ jednowymiarowe, nie-
zalezne od czasu réwnanie Schrodingera w przedziale
(a;b) z zadanymi warunkami brzegowym ¢ (a), ¥(b).
Podejsciem numerycznym byloby podzielenie prze-
dzialu (a;b) na N 4 1 réwnych czesci (a; 1), (z1;22),

., (zn;b), kazdy o dlugosci Az = zj11 —x; =
|b —al/(N + 1). Wéwczas mozemy zapisaé¢ réwnanie
Schrodingera jako

R i = 205+
om ()

+ Vi = Ev;,

gdzie ¢; = Y(x;), V; = V(z;), a wskaznik
j€{1,2,..,N}. Zauwazmy, ze otrzymamy wowczas
uktad réwnan

— o + (v1 +2)9Py — P2 = Ay
— 1 + (v2 + 2)1h2 — Y3 = Aiho

—n_1+ (o8 +2)YNn — YNt = AN

ktory mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

[HY = AW+ W, |,
gdzie
(v +2 -1 0 0 0
-1 vm+2 -1 0 0
Ho| © -1 wg+2 -1 0
L0 0 0 0 oN + 2
[y Yo
o 0
v= Y|, wy=| 0 | v =cV,, A=CE,
VN YN+1

gdzie C = 2m(Ax)?/h2.

Jako przykltad rozwiazemy ,recznie” zagadnienie nie-
skonczonej kwadratowej studni w sposé6b numeryczny.
Poniewaz 1(0) = 9¥(a) = 0, wiec otrzymujemy za-
gadnienie wtasne dla odwzorowania liniowego danego
macierza H. Przyjmijmy N = 4, woéwczas wartosci
wlasne sa dane pierwiastkami wielomianu W(\) =



det(H — Al), czyli

2—-X -1 0 0
-1 2-x -1 0
0 -1 2-Xx -1
0 0 -1 2=
= (A2 =B5A+5) (A2 =31 +1)=0.
Pierwiastkami tego wielomianu sa w przyblizeniu
liczby
A~ 0.38, 1.38, 2.62, 3.62.

Dozwolone energie wynosza

AN 4 1)2

E
2ma?

)

skad otrzymujemy

E

W ~ 9.5, 34.5, 65.5, 90.5.
2 /2ma

Dla poréwnania wtasciwe wartosci to w przyblizeniu

n’r? ~ 9.9, 39.5, 88.8, 157.9 dlan = 1,2, 3, 4.

0.4 Proste uklady tréojwymiarowe

Zajmiemy sie teraz ukladami przestrzennymi, kté-
rych potencjal jest rzeczywista funkcja polozenia V =
V(r). Réwnanie Schrédingera ma postaé

h? ., 0U(r,t)
[—zmA + V(r)} U(r,t) = 1FLT .

Zgodnie z ogélng metoda rozdzielania zmiennych po-
szukujemy rozwiazan postaci U(r,t) = ¥(r)e(t), co
po podstawieniu daje

1 1de

omp Y TV =TS ’

skad ogdlnym rozwiazaniem stacjonarnym jest
W(r,t) = (r)e BV/R,

gdzie funkcja 1 spelia tréjwymiarowe, niezalezne od
czasu rownanie Schrodingera

{—;;A + V(r)} b= Ei|.

Wszystkie ogélne twierdzenia dotyczace stanéw sta-
cjonarnych podane przy uktadach jednowymiarowych
obowiazuja réwniez w przypadku przestrzennym z od-
powiednimi modyfikacjami wszelkich wzoréow.
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0.4.1 Nieskonczona prostopadloscienna stud-
nia potencjatu

Rozwazmy potencjat

V(m,y,z) = {

00, dla pozostalych (z,y, 2)

Oczywiscie v = 0 wszedzie poza obszarem ,pu-
detka”. Aby rozwiazaé niezalezne od czasu réwnanie
Schrodingera wewnatrz ,pudetka” ponownie poszu-
kamy rozwiazan separowalnych postaci ¥(z,y,z) =
X (2)Y (y)Z(2), co po podstawieniu daje

ide lsz ldQZ _ 2mE
X de?2 Y dy? Zdz2 k2
skad oczywiscie

d2x 2mE,

—_— =— X

dz? h?

d?y 2mkE

TE =Y

dy h

d?z 2mkE,

—_—=— Z

dz? h?

przy czym F = E, + E, + E, i ze wzgledu na waru-
nek unormowania F,, Fy, E, > 0. Otrzymujemy za-
tem rozwiazanie w stanie stacjonarnym

lIjkln(rv t) =
2v2 sin <kﬂ-x) sin (lﬂ-y) sin (nﬂ-z) e Brimt/h
Vislyl, ly Ly L.

2n? [ K2 2 2\ .
o (G E+ %) iklneZ,

gdzie Ekln =

0.4.2 Potencjaly centralne i harmoniki sfe-
ryczne

Potencjalem centralnym nazywamy potencjal zalezny
jedynie od odleglosci r od $rodka uktadu wspotrzed-
nych tj. V(r) = V(r). Wéwczas niezalezne od czasu
rownanie Schrodingera zapisane w ukladzie wspol-
rzednych sferycznych (r, 0, ¢) ma postaé

(10 ([ ,00 1 0 oy
Lt )= Z ¥ ~ (sing2t
Qm{rz or (T or * 2snf o0\ 90 *
1 0%
—————+V =FEy.
r2sin?  9¢? } (rye v
Bedziemy poszukiwali rozwiazan separowalnych po-
staci ¥(r,0,¢) = R(r)Y (6, ¢). Po podstawieniu i po-
mnozeniu stronami przez r?/RY otrzymujemy réw-
nanie

0, dla (z,y,2) € [0;15] x [0;1,] x [0;1,]



14 (ﬂdR) ~ 2R () - B) =

dr ﬁr
— L 2 sin Qal + 1 627)/
"~ Ysinf | 96 00 sinf 0¢2 |’

skad

1d [ ,dR\ 2m , B

1 (o (. 0y 1 8%
Y sin @ {89 <Sm989> * S0 947 } =-li+1)

gdzie (I + 1) jest pewna stala. Widzimy, iz réw-
nanie na Y(0,¢) jest niezalezne od konkretnej po-
staci potencjatu. Okazuje sig, iz | musi by¢ nieujemna
liczba calkowita, a rozwiazaniem réwnania kato-
wego sa tzw. harmoniki sferyczne Y, (0, ¢), gdzie
11:0,1,2,...\ oraz ]m:71,71+1,...,0,...,171,z\.
Liczbe [ nazywamy poboczna liczba kwantowa. Funk-
cje Y, m(8,¢) to funkcje specjalne, ktérych wszelkie
wlasnoéci mozna znalezé w odpowiednich Zrédtach.
Ponizej podajemy kilka pierwszych harmonikéw sfe-
rycznych

1
Y00 = -
3
Yio= y- cos 0
3 .
Yia=F ﬂ_ei@ sin 6
o 2
Yoo = 167(3%8 6—1)
15 ..
Yor1=F Wei“b sin 0 cos 6
15
YQ,iQ = 3276:‘:214) Sin2 0

Harmoniki sferyczne sa juz unormowane tj.

2

//Yl*mYlm sinfdfd¢ =1
0

0

W takim razie rozwiazanie w stanie stacjonarnym ma
postaé

U(r,t) = R(r)Ym(0, p)e EY

przy czym, aby ¥ bylo unormowane
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2r

/ / R*RY,. Y, sinfdf dgdr = 1
0 0

wystarczy, aby

o0
/ R*Rrdr=1.
0

Wprowadzmy wu(r) = rR(r), wéwczas réwnanie ra-

dialne ma postaé

+ (V(r) +

ktére ma identyczna postaé jak jednowymiarowe, nie-
zalezne od czasu rownanie Schrodingera z efektyw-
nym” potencjatem

{ h? a2

2mdr?

h2l(l+1)>]u:Eu

2mr?

Vealr) = V() + LD,

0.4.3 Atom wodoru

Rozwazmy teraz uproszczony model atomu wodoru, w
ktérym nieruchomy proton znajduje sie w centrum, a
wokot niego krazy elektron. Mozemy uwazaé, iz elek-
tron znajduje sie w ,zewnetrznym” polu kulombow-
skim o potencjale

Vir)=-

dmegr

Musimy zatem rozwigzaé réwnanie radialne

L N G (VA Y B,
2m dr2 dmeor a ’

2mr?
gdzie m jest masg elektronu. Wprowadzmy operatory
drabinkowe A%

Aﬁt;zro[id—l“Jr ! }

V2 | dr r ro(l+1)
gdzie
4megh?
ro = —0L ~0.529 A
me

jest tzw. promieniem Bohra, ktéry wynika z modelu
Bohra przez przyréwnanie sily Coulomba do wzoru
na site dosrodkowa w ruchu po okregu




e? L? K2
dregrd  mry  mrd’

Obliczmy wielkoéci /All_s_(Al_u) i AL (/lﬂru)

Al (ALu) =

_mrg h? d%u e?u R+ 1)1 +2) u
TR 2mdr? dmeor 2mr? u} 2(1+1)2
AL (AL ) =

_mrd n? d%u e?u RA(I+1) u

TR {der2  dmeor 2mr? u} + 2(14+1)2

Szukamy rozwiazan réwnania radialnego dla réznych
pobocznych liczb kwantowych przy jednakowej energii
E. Jesli u spelnia réwnanie radialne dla pobocznej
liczby kwantowej [ to zachodzi

2
a A mr 1
AL (Alu) = ( =32E
-(Ayw) ( T auz)
ale dzialajac na to réwnanie operatorem fli i ozna-
czajac Uy = flﬂ_u otrzymujemy

o 2 1
AL (AL uy) = (M0 g
+(A-ut) (h2 20+1)2) "

natomiast z tego réwnania wynika (po podstawieniu
wyrazenia na AQ_(AI_ uy)), iz /All_s_u spelnia réwnanie
radialne dla pobocznej liczby kwantowej [ + 1 i jed-
nakowej energii F, czyli znowu mozemy zapisacé, iz
zachodzi

2
Al+ly Al+1 I ) 1
A_ (A+ ’LL+)7 < h2 E+2(l+2)2)u+

i dzialajac na to réwnanie operatorem Alfl oraz
wykorzystujac wyrazenie na Aljl(/llflmr), otrzy-
mujenmy, iz uyy = Al_;"lqu fllflflﬂ_u jest
rozwigzaniem rownania radialnego dla pobocznej
liczby kwantowej [ 4+ 2 i jednakowej energii E. Ro-
zumowanie to mozemy kontynuowaé, generujac ciag
rozwiazan dla kolejnych pobocznych liczb kwanto-
wych i ustalonej energii E. Analogiczne rozumowanie
mozemy przeprowadzié, dzialajac operatorem opusz-
czajacym Al tj. jesli u jest rozwigzaniem réwnania
radialnego dla pobocznej liczby kwantowej [ i energii
E to A7y jest rozwigzaniem dla [ — 11 E.

Aby wyznaczy¢ w powyzszy sposéb ciagi rozwigzan
(u;), musimy znaé rozwiazanie réwnania radialnego
dla jednej liczby kwantowej. Rozwiazanie to mozna
zgadnaé dla pewnej liczby naturalnej n
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U(r) = Crte="/mmo,
Zauwazmy, iz dla ustalonego n zachodzi woéwczas
Ai_lU = 0, czyli ciag (u;) jest skonczony i
‘l =0,1,2,....,n — 1‘ (przy czym dolna wartos$é jest

ograniczona 0 przez wlasnosci harmonik sferycznych).
Jednoczesnie, podstawiajac to wyrazenie do rownania
radialnego dla I = n — 1 otrzymujemy

h? 1 B
2mrg ) n2  n2 |
Jest to slynny wzér Bohra okreslajacy dozwolone
energie elektronu w atomie wodoru. Liczbe naturalng
nazywamy gléwna liczba kwantowa.

Energia stanu podstawowego wynosi

En:_

Ey=—1Ry =~ —13.6€V.

Gléwna liczba kwantowa okreSla energie elektronu
i dla kazdej z nich mamy n mozliwych pobocznych
liczb kwantowych [, z kolei dla kazdej pobocznej
liczby kwantowej mamy 2[ + 1 mozliwych tzw.
magnetycznych liczb kwantowych m.

Rozwiazanie réwnania radialnego dla pobocznej
liczby kwantowej [ ma zatem postac

n—1-1

uni(r) = co l H A"lk] (r"efﬁ) ,

k=1

gdzie ¢ jest czynnikiem normalizujacym, natomiast
zapis Il oznacza symbolicznie wielokrotne zastosowa-
nie odpowiednich operatoréw obnizajacych

n—1-—1
[ I A"lk]jﬁz.“A”%¥13A"?f

k=1

W takim razie rozwiazanie w stanie ustalonym ma
postaé

wmdﬂ=?{ffrﬁfkﬂ(wa%ﬁ}mwﬂm

Ui (1, £) = Ppyim (x)e 1P

gdzie n = 0,1,2,..., | =
—1,...,0,...,1 oraz

0,1,2,..,n — 1, m =




W ogélnosci degeneracja (tj. liczba stanéw o jedna-
kowej energii) stanu oznaczonego n—ta gléwna liczba
kwantowa, wynosi

dgn(n) =1+ 2+ 1) +@A+1)+..+2n—-1)=n?.

Zauwazmy w szczegblnodci, iz jest tylko jeden stan
ustalony dla n =1 (tzw. stan podstawowy)
1 e~ "/To ’
3

o

Y100(r) =

gdzie obliczono stala normalizacji. Mozemy obliczy¢
najbardziej prawdopodobna warto$¢ » w stanie pod-
stawowym przez proste rézniczkowanie

d(|\I/1()0‘27‘2) 7.672r/r0
dr - rd (7‘0 B 7‘) =0,
0

skad najbardziej prawdopodobna warto$¢ to rg. Mo-
zemy obliczy¢ rowniez prawdopodobienstwo, iz elek-
tron w stanie podstawowym znajduje sie wewnatrz
sfery o promieniu Bohra.

To
=

4 [ _. 2
P = —fg/e*”/ro’r2 dr = ¢ 5 ° x 0.32.
Ty e
0

Widmo wodoru. Atom wodoru w stanie usta-
lonym moze zostaé pobudzony np. $wiatlem lub
poprzez zderzenie z innym atomem. Moze wéow-
czas nastapi¢ emisja lub absorpcja promieniowa-
nia elektromagnetycznego. Atom wodoru przeska-
kuje wéwcezas do innego stanu stacjonarnego. Zgodnie
ze wzorem Plancka energia kwantu promieniowania
elektromagnetycznego o czestosci w wynosi E., = fuw.
W takim razie réznica energii atomu wodoru przy ta-
kim przejsciu jest réwna

1 1
hUJ:El <2_2> .

Poniewaz w = 2mc¢/\, wiec dlugosé fali emitowanego
lub absorbowanego kwantu $wiatla wynosi

1_B (1 1) _ (Lt 1
A 2mch \nf 03 ) ny nj )’

gdzie R ~ 1.097 - 103 m~! jest stalg Rydberga, a po-
wyzszy wzor nazywamy wzorem Rydberga.
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0.4.4 Operator momentu pedu

Oprécz polozenia, pedu i hamiltonianu inna wazng
obserwabla (tj. mierzalng, podstawowa wielkos$cia dy-
namiczna) jest moment pedu. Aby uzyskaé operatory
momentu pedu Ly, ﬁy, L, uzyjemy standardowych

podstawien p, — —ih%, ... do klasycznych wzoréw
na Ly, Ly, L,
- N ) 0]
L, =yp, —zpy, + Lg=—ih y& — zay]
- . 0 0
Ly=2zp, —xp., +— L,=—ih z% — x@z]
A [0 0
L, = —ypy — L,=—ih|lz=— —y=—
TPy — YD, 1 _$ay yax]

Korzystajac z tych wyrazen, mozemy wyprowadzi¢
kanoniczne relacje komutacyjne dla operatoréw mo-
mentu pedu

[L,,L.] =ihL,,

[Ly, L) =ihL. [L.,L,] =ihL, .

Zauwazmy, iz w takim razie skladowe momentu pedu
sg parami niekompatybilne, wiec do kazdej pary
stosuje si¢ uogélniona zasada nieoznaczonosci.

Wprowadzamy dodatkowo operator kwadratu mo-
mentu pedu L? = L2 + L2 + L2

LP=12+12+12.

Udowodnimy, iz operator L2 komutuje ze wszystkimi
operatorami momentu pedu. Istotnie

= —1hﬁyﬁz — 1hﬁzf/y + 1hﬁzﬁy 1hf/yﬁz =0
i analogicznie dla ﬁy, L., czyli
[L?,L,) =0, [L*L,)=0, [L*L.]=0.

W takim razie kwadrat momentu pedu i dowolna jego
skladowa sa kompatybilne, czyli mozemy utworzy¢
stan W, dla ktérego rozmycie (odchylenie standar-
dowe) tych dwdch wartosci (tj. kwadratu momentu
pedu i jednej wybranej sktadowej) jest dowolnie mate.

Mozna pokazaé, iz widma operatoréw L2, L,, Ly,

L, sa dyskretne, a wartosci wlasne wynosza



A2 =RA(I+1), 1=0,1,2,3,..
AL m=—l,..,0,..,1

= hm,

0.5 Ruch czastki kwantowej w klasycz-
nym polu elektromagnetycznym
0.5.1 Minimalne sprzezenie

W przypadku klasycznym ruch czastki o masie m i
ladunku e w polach E(r,t) i B(r, t) opisuje lagranzjan

2

L= %—e(w—f-A) ;
gdzie pola E i B sa dane przez standardowe zwiazki
0A
E=-Vyp- B=VxA.

ot
Naturalnym (ale heurystycznym) uogdlnieniem réw-
nania Schrodingera jest

ov
T
gdzie operator Hamiltona skonstruujemy z klasycz-
nego hamiltonianu dla natadowanej czastki. Kla-
syczny hamiltonian jest réwny (mozna go otrzymaé z

funkcji Lagrange’a przez przeksztalcenie Legendre’a
H=4q-32-1)

HU(r,t) =ik

1
H(I‘,p) = %(pfeA)2+esov

gdzie p = ‘g—é jest pedem kanonicznym (uogdlnio-
nym). Teraz zastosujemy standardowe podstawienie,
ale do pedu kanonicznego (!) tj. p — —iiV, skad
otrzymujemy

1 ov
—(—ihV — eA)? U =ih—|.
2m( i eA)* + ep ih—;
Takie wprowadzenie pol elektromagnetycz-
nych do réwnania  Schrédingera nazywamy

minimalnym sprzezeniem. Poprawno$¢ tego row-
nania dowodza liczne doswiadczalne potwierdzenia
wnioskéw z niego plynacych.

Musimy si¢ jeszcze zastanowié, czy odpowiednie
twierdzenia udowodnione w rozdziatach 1. i 2. pozo-
staja stuszne, gdy ¥ ewoluuje zgodnie z tym heury-
stycznym réwnaniem. Oczywidcie postulaty (Borna,
wartosci oczekiwanej i o pomiarze obserwabli repre-
zentowanej przez operator o widmie dyskretnym)
byly zupelnie niezalezne od réwnania ewolucji funk-
cji falowej. Réwniez ogdlna zasada nieoznaczonosci,
rownanie Ehrenfesta i zasada nieoznaczono$ci energii—
czasu zostaly udowodnione dla ogdlnego operatora H.
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Istotnie jest tylko jedno ogdlne twierdzenie (wszyst-
kie inne pozostaja stuszne), do ktérego dowodu wy-
korzystaliémy jawnie postaé operatora Hamiltona tj.
dowdd zachowania catkowitego prawdopodobienstwa,
ktéry jest niezbedny, aby interpretacja Borna miata
sens. Na szczeScie okazuje sie, iz dla powyzszego heu-
rystycznego rownania catkowite prawdopodobienstwo
jest réwniez zachowane. Istotnie obliczmy

d , L0V | ou
dtggj\p x1/d3r=g3j (qf 5T >d3r

Jesli ¥ spelnia réwnanie Schrodingera

L < — h2AT + e (V- A)+
2m

+ 2iheA - VU + e? A%T + egp\Il> = m%‘f

to biorac sprzezenie zespolone obu stron réwnodci,
otrzymujemy (zakladajac, ze ¢ 1 A sa rzeczywiste)

-1
(— RPAT* — iheW* (V- A)+
2m
: * 2 A2 * * . a\I]*
— 2ihe A - VU™ + e A°U™ 4 eU™ | =ik 5
skad
\If*a—qj+\lfaql ——i(\IJ*A\IJf\IJA\IJ*H

ot ot  2mi
e e
—U*Y(V-A)+ —(A - V(T*TD)).
+Lwu(v A+ SA-v(ErD)

Korzystajac z drugiej i uogdlnionej pierwszej tozsa-
mosci Greena otrzymujemy wiec

d .
dth[ U0 d3r =

ih
={f {1(xp*v\p A e\IJ*\I/A} .S
S 2m m

ale prawa strona jest oczywiscie rowna 0, gdyz ¥ —
0 dla |r|] — oo, czyli funkcja falowa unormowana
w pewnej chwili poczatkowej pozostaje unormowana
podczas ewolucji zgodnie z powyzszym rownaniem
Schrédingera dla czastki naladowanej. Zauwazmy jed-
nak, iz wyrazenie na gestos¢ pradu prawdopodobien-
stwa jest teraz inne

3= wve - wver) - Corua.
2mi m



0.5.2 Przeksztalcenie cechowania

Oczywista wlasnoscia potencjaléw p(r,t), A(r,t) jest
fakt, iz nie sa one wyznaczone jednoznacznie dla za-

danych pdl E(r,t), B(r,t). Istotnie, jesli dla pél E, B
zachodzi
0A
E=-Vpo——, B= A
Ve TR V x

i dokonamy przeksztalcenia cechowania postaci

iy, O
o =p- 5

A=A +Va
dla pewnej funkcji a(r,t), to zachodzi

OA’
ot
Poniewaz jednak do réwnania Schrédingera wchodza
bezposérednio potencjaly, a nie pola wiec réwnanie
to powinno by¢ niezmiennicze wzgledem powyzszego
przeksztalcenia. Istotnie tak wlasnie jest. Jedli ¥ spet-

nia réwnanie

E=-Vyo-—, B=VxA'.

1 ) il
[%(—lhv—eA) +6§0:|\Il_1h57

to W’ = Welc®/" gpelnia réwnanie

8\1/’
at '

[%(—ihv —eA)? + ego’] U =

Poniewaz jednak globalny czynnik fazowy funkcji falo-
wej nie zmienia wartosci oczekiwanych ani prawdopo-
dobieristw obserwabli, wiecc ¥’ reprezentuje ten sam
stan uktadu co ¥ (nalezy jednak pamietaé, iz ope-
rator —iAV reprezentuje teraz ped kanoniczny nato-
miast obserwabla jest ped mechaniczny reprezento-
wany przez operator —ihV — eA).

Niech p,, py, p. oznaczajy sktadowe pedu mechanicz-
nego reprezentowane przez operatory

P = —ih% —eA,
py = —iha%/ —eA,
p. = —ih% —eA,
Zgodnie z uogblnionym réwnaniem Ehrenfesta
Wal _ i1,

gdzie F, = %[H p.] oraz
- 1
H =

2m

— (P2 + P, +P2) +ep.
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Obliczmy komutator

P Op 1 5 .
[vax} lheai + 7[py7px} m[pipx} )
ale
(04, 0AN\
bl = ine (S5 = 1) = e,
(04, 0AN
[pzapm] = ihe ( Oz - O > - +1h6By,
skad
[ﬁf]?ﬁ.’c] = —iheﬁsz - iheBZﬁy
[ﬁiaﬁm} = +ihe]3sz + iheByﬁ'z

W takim razie

A .. 0 ihe
[vauz] = il (r;p +5= (pz

om By +Byﬁz _ﬁyB Bz]sy)

i analogicznie przez permutacje wspolrzednych

dyp  ihe

[}i’ﬁ ] ieh—— +— (mez + Bzﬁac - f’zB Bwﬁz)
dy  2m
P acp h . o

Jedli B = [BmBy,BZ] oraz E = —Vy s stale w
przestrzeni (oczywiscie A musi by¢ stale w czasie aby
spelni¢ zalozenia twierdzenia Ehrenfesta) to wyraze-
nia te upraszczaja sie do

foaq ., Op ihe .

[H,p,] = 156% + E(Bu z va)
roa ., Op o ihe . .
[vav} - 158@ + E(szm - Bmpz)
. .. Op  ihe . .
[H,p.] = 1he$ + H(Bmpy — Bypa)

i otrzymujemy
d(p) €
dt =ek, + E(Bz<py> - By<p2>)
d e
% =eEy + ,*(Bx<pZ> — B.(pz))
d(p-
Ce) et (B lpe) — Balhy)

czyli klasyczne réwnania ruchu czastki natadowanej,
na ktoéra dziata sita Lorentza. W przypadkach, kiedy
pole sil zmienia sie powoli w przestrzeni, trajektoria
czastki natadowanej jest z bardzo dobrym przyblize-
niem opisywana przez model klasyczny. Z sytuacja
taka mamy do czynienia np. w przypadku lampy ki-
neskopowej lub synchrotronéw i cyklotronéw (gdzie
znacznie istotniejsze sa efekty relatywistyczne).




0.5.3 Efekt Aharonova—Bohma

Rozwazmy obszar, w ktéorym B = V x A = 0, ale
A # 01 A jest niezalezne od czasu. Wéwczas réwnanie
Schrédingera czastki natadowanej ma postaé

1 ov
—(—ihV — eA)? | U = ih—
{Qm( RV —eA) } T
gdzie przyjeliSmy ¢ = 0. Poszukajmy rozwiazan tego
réwnania w postaci ¥(r,t) = ¥/ (r,t)eld") | gdzie

g(r) = ;]A(r’) dr’ .

Woéwezas A = £Vg i podstawiajac to rozwiazanie do
rownania Schrédingera otrzymujemy

2 /
_iA\Iﬂ = ihai ,
2m ot

czyli rownanie Schrodingera czastki swobodnej.

Rysunek 1: Schemat ukladu Aharonova-Bohma

Aharonov i Bohm zaproponowali do$wiadczanie, w
ktérym wiazka elektronéw jest podzielona na dwie
czedci, ktére przechodza po obu stronach bardzo diu-
giego solenoidu o promieniu a, a nastepnie lacza sie
w jedna wiazke. Przez solenoid plynie staly prad o
natezeniu I, wiec potencjal wektorowy wynosi

Lo 3

A(r) = {gisfﬁ !

2s ¢’

gdzie B o« I. Wigzki sa trzymane z dala od solenoidu i

napotykaja tylko obszar gdzie B = 0. Kazdy z obsza-

row na zewnatrz solenoidu ograniczony osia symetrii

ukladu lezaca w plaszczyznie wiazek jest jednospdjny,

wiec mozemy obliczyé faze g czastek w danej wiazce
po pokonaniu drogi katowej 7

dla s <a
dla s > a

e a’Bm ed
9T ER T o
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gdzie ® := ma®B. Réznica faz obu wigzek wynosi wiec
Ag = e®/h i prowadzi do mierzalnej interferencji, co
zostalo potwierdzone eksperymentalnie przez Cham-
bersa i innych.

0.5.4 Spin elektronu i ré6wnanie Pauliego

Do tej pory zakladaliSmy (zgodnie z pierwotna idea
Schrodingera), iz stan czastki kwantowej jest opisy-
wany przez jedna skalarng funkcje falowag W. W fizyce
klasycznej znane sa jednak zaréwno fale skalarne (np.
fale dzwickowe w powietrzu sa opisywane zmianami
funkeji gestosci osrodka) oraz fale, do ktérych opisu
nalezy wprowadzi¢ wektory i wykazujace zjawiska
polaryzacji (np. fale elektromagnetyczne). Okazuje
sie, iz w przypadku fal prawdopodobienstwa rowniez
wystepuja efekty polaryzacyjne, ktore zwiazane sa z
istnieniem dodatkowego stopnia swobody niektorych
czastek nazwanego spinem. Nazwa ta jest czysto
historyczna — zostata wprowadzona przez Uhlenbecka
i Goudsmita w heurystycznym obrazie, w ktérym
elektron wiruje (z ang. spins) wokét wlasnej osi, jed-
nakze taki obraz ma wspdlczesnie jedynie znaczenie
historyczne.

Wspélczesnie istnienie spinu rozumiemy przede
wszystkim jako wyraz istnienia stanéw polaryzacyj-
nych funkcji falowej. Najbardziej rozpowszechnionym
w przyrodzie przypadkiem jest polaryzacja opisy-
wana przez dwie skladowe, ktére bedziemy oznaczaé
U, i U_ (méwimy wéwezas o spinie 1/2). Tak jest
np. w przypadku elektronu i neutronu. Znane sa
jednak czastki (np. piony, kaony), ktére nie wykazuja
wlasnosci polaryzacyjnych (spin 0) oraz czastki (np.
deuteron), ktérych funkcje falowe sa zbudowane z
wigcej niz dwdéch skladnikéw (spin 1, 3/2, 2, ...).
Ponizej zajmujemy sie przypadkiem elektronu lub
neutronu.

Do opisu stanu elektronu z uwzglednieniem spinu
wprowadzamy dwie funkcje zespolone W, (r,t) i
U_(r,t), z ktérych budujemy macierz kolumnowsa

V(r,t) = [i@]

nazywana spinorem. Spinor jest zupelnie nowym
obiektem matematycznym réznym od standardowo
wykorzystywanych w teoriach klasycznych: skalaréw
(pol skalarnych), wektoréw (pol wektorowych) i ten-
soréw (zwlaszcza 2. rzedu). Nalezy wiec podaé, w jaki
sposéb transformuja sie sktadowe W i W_ przy prze-
ksztalceniach uktadu wspolrzednych. Prawa transfor-
macyjne dla skladowych ¥, i ¥_ dobierzemy tak,
aby obiekt



S=vigv,

gdzie Ut = [V U* ], o = [6,,0y,0.], natomiast 6,
Gy, 0, to tzw. macierze Pauliego zdefiniowane jako

. o1l . _Jo <] . 1 oo
Oy i — 1 0l Uy_l 0 N O'Z.—O _1l

byt wektorem. Ponizej rozwazymy jedynie obroty wo-
kot ustalonej osi. Poniewaz dowolny obrét mozna zto-
zy¢ z obrotéw wokél osi y i z, wiec wystarczy podaé
prawa transformacyjne tylko dla tych obrotéw. Istot-
nie dla obrotu o kat a wokdt osi z mamy

U, =T e 2 U =T et/

natomiast dla obrotu o kat 8 wokdt osi y mamy

\I/'+:\11+cos§—‘1/,sin§
8 :\I/Jrsing—i—\lf,cosg

Zgodnie =z interpretacja statystycznag wielkosci
|W, |2, |¥_|? okredlaja odpowiednio gestoéci prawdo-
podobienstwa znalezienia czastki w danym stanie po-
laryzacyjnym. Réwnanie opisujace ewolucje spinora W
zostato wyprowadzone przez Pauliego jako rownanie
fenomenologiczne

1, . 9 ., OV
%(—ﬂiV—eA) +ep —p(o-B) \U—lha .

Wielko$¢ p ma wymiar i interpretacje magnetycz-
nego momentu dipolowego zwiazanego ze spinem elek-
tronu. W do$wiadczeniach stwierdzono, iz dla elek-
tronu parametr g ma z bardzo dobrym przyblizeniem
wartosé

h v
i = % 5791070 2
2Me

Wielko$¢ ta nosi nazwe magnetonu Bohra.

Macierze Pauliego (pomnozone przez p) reprezen-
tuja skladowe (rzuty) magnetycznego momentu di-
polowego elektronu. Operatory te maja widmo dys-
kretne. Istotnie otrzymujemy zagadnienia wlasne dla
macierzy

0 1

i O]W_/\%\II

0 —i

i O]W_/\Uy\ll ,
1 0

o J\IJ_A[,Z\U
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skad A = tpu.

Hx,y,z

0.5.5 Interpretacja statystyczna dla spinoréw

W przypadku, gdy stan ukladu jest opisywany przez
spinor WV wszystkie postulaty i twierdzenia z rozdzia-
16w 1 i 2 przyjmuja taka sama postaé¢ (nalezy jednak
rozszerzy¢ pojecie obserwabli na wielko$ci elektroma-
gnetyczne) po zastapieniu ¥ — W i U* — VT odzie
W' jest spinorem sprzezonym do W

vih= o wr].

W szczegdlnosci wartoéé oczekiwana obserwabli @ re-
prezentowanej przez samosprzezony operator @ be-
dacy teraz macierzg wymiaru 2x 2 (w przypadku stan-
dardowych operatoréw pedu, polozenia itp. sa one w
domy$le mnozone przez macierz jednostkowa) wynosi

(@ = [[f viiQud'r,

a prawdopodobienistwo znalezienia czastki w obszarze
D (w dowolnym stanie polaryzacyjnym)

Pp(t) = ﬂ viy g = jﬂ (10 + [0 _[?) d’r .
D D
Warunek unormowania ma postac

H wiwddr = 1.
R3

0.5.6 Precesja magnetycznego momentu di-
polowego

Rozwazmy obojetng czastke posiadajaca niezerowy
magnetyczny moment dipolowy g (np. neutron)
umieszczona w jednorodnym polu magnetycznym BZ.
Magnetyczny moment dipolowy neutronu wynosi w
przyblizeniu

h
Pn = —1.9un = —1.967,
2my
gdzie un =~ 3.15 - 1078eV/T to tzw. magneton ja-
drowy. Zgodnie z réwnaniem Pauliego
h? B 0 . OV
_A\U—M[O B \Il_1h5.
Poszukujemy rozwiazan postaci W = U(r,t)x(¢),
gdzie x jest dwuskladnikowym spinorem. Wowczas
otrzymujemy dwa rownania



h? ov

— AT = —ih
ot

B B 0], _dx

Flo —B|X™"q

Funkcja ¥ spelnia wiec réwnanie czastki swobodnej,
natomiast rozwiazaniem rownania spinowego jest

R R

Zakladajac, iz polozenie czastki zostalo okreslone
(zmierzone), wiec ze wzgledu na kolaps funkcja ||
przyjeta postaé¢ delty Diraca i korzystajac z warunku
unormowania mamy

[ xtxo*(r = ro) dr = xtx = A2+ 43 =1,
R3

gdzie zalozylem bez straty ogdélnosci, iz Ay, As € R.
Mozemy zatem wprowadzi¢ kat 6 taki, ze

Ay =cos(0/2), Ay =sin(0/2).

Obliczmy wartosci oczekiwane skladowych magne-
tycznego momentu dipolowego neutronu

jfj 83 (r = 1o)X [16.]x d*r = psinf cos ( ”Bt>

Jjj(s r—ro)x'[uéy Jx d’r = _Msm951n< ’uﬁ t)

ff 83 (r — 1o)X [ué.]x d®r = pcosd

Roéwnania te opisuja precesje wektora (u) wo-

ko6l osi z z czestoScia |wp, = 2uB/h| nazywana

czestosciag Larmora.

0.5.7 Eksperyment Sterna—Gerlacha

W 1922 roku Stern i Gerlach wykonali do$wiadcze-
nie, w ktérym wiazka neutralnych atoméw srebra
przechodzaca przez obszar niejednorodnego pola ma-
gnetycznego wytwarzanego przez elektromagnes roz-
dzielala sie na dwie wiazki obserwowane w postaci
rozdzielnych plam na kliszy fotograficznej. Gdy wy-
laczono pole magnetyczne, obserwowana byla tylko
jedna plama.

Wyniki doswiadczenia mozna wyjaéni¢ na gruncie
przedstawionej teorii. Rozwazmy czastke neutralna
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Rysunek 2: Schemat doswiadczenia Sterna—Gerlacha

posiadajaca niezerowy magnetyczny moment dipo-
lowy p umieszczona w niejednorodnym polu magne-
tycznym. Zalozymy, iz pole magnetyczne jest dane
wzorem

B = —azx+ (az + By)z

gdzie osie z i y sa zaznaczone na rysunku, natomiast
a jest wielkoscig malg w poréwnaniu do By. Zgodnie
z réwnaniem Pauliego spinor W czastki spelnia

h? — v
Ay, azV_ + (az+ Bo)Py| ha—
2m —axV,y — (az+ Bo)P_| ot
skad otrzymujemy uktad sprzezonych rownan réznicz-
kowych na sktadowe spinora

n? o
- %A\IJ-F — p(az + Bo)Vy + poaV_ = o
hQ 8\1!_ .
— 7A\I/ + plaz+ Bo)¥_ + pax¥y =ihi—— g
Podstawmy ¥, = \I/g_eith/{ - \I,/_e—ith/z’

gdzie wy, jest czestodcia Larmora. Otrzymujemy wow-
czas

h? 8\11/
- Q—A\I/' — pazV, + paz¥’ e Wrt = g

m

h? ov’
— 2—A\I/' + paz¥’ 4 pazl’ ert = ik a;

Dla uproszczenia pominiemy czton oscylacyjny, co
prowadzi do rozprzezenia réwnan

h? ov’
- 2—A\I/’ — poz¥, =ik 6't+
h? ov’
— Q—A\II’ + poz¥’_ =ih 8157

Mozemy zdefiniowaé¢ wielkosé

= JJJ et

\Ilidr



ktéra interpretujemy jako warto$é¢ oczekiwang obser-
wabli @ dla czastki w danym (a nie dowolnym) stanie
polaryzacyjnym. Z twierdzenia Ehrenfesta mamy wiec

d*(zs)
dit?

= (Fy),

gdzie F = —% [ﬁi, [l‘?[i,z]}7 przy czym

. K2
H.=——AFpaz.
2m

Otrzymujemy z powyzszego

2
d*{zq) _ | pa
dt? m’

czyli w przyblizeniu péiklasycznym, w ktérym réwna-
nie ewolucji wartosci oczekiwanych mozemy interpre-
towaé jako réwnanie przyblizonej trajektorii czastek,
widzimy, iz czastki w réznych stanach polaryzacyj-
nych odchylg sie w przeciwne kierunki.

0.6 Identyczne czastki
0.6.1 Systemy dwuczastkowe

Rozpatrujemy rozroznialne czastki bez spinu. Stan
pojedynczej czastki opisuje funkcja falowa U(r,t)
ewoluujaca zgodnie z réwnaniem Schrodingera. Natu-
ralnym uogélnieniem na dwie czastki jest opis ukladu
za pomoca funkeji falowej ¥(ry,ro,t), gdzie r1, ro sa
wspOlrzednymi zwiazanymi z dana czastka. Funkcja
¥ spelnia réwnanie Schréodingera postaci

h? h? ov
——A; - —A v =ih—
2ma ! 2mo 2t V(rh 1'2) ih ot

gdzie Ay = 8;?;2 + 8;’\;2 + aff:' Interpretacja sta-
tystyczna brzmi teraz: ¥*W jest gestoscia prawdopo-
dobienstwa znalezienia w ustalonej chwili ¢ czastki 1
w polozeniu r; i czastki 2 w potozeniu ry. Warunek
unormowania ma natomiast postaé

/\If*\l/ dPrid?ry =1,

gdzie catkujemy dwukrotnie po calej przestrzeni R3.
Analogicznie obliczamy wartosci oczekiwane przez
dwukrotne catkowanie po calej przestrzeni.

Mozna wyrdzni¢ dwie istotne postaci funkcji poten-
cjatu.

¢ W przypadku nieoddzialujacych czastek mamy
V. = Vi(r1) + Va(ra) i zakladajac ¥ =
Uy (ry,t)Pa(re,t) otrzymujemy dwa réwnania
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2 0T,
~ A Uy = ik
{ 2m, 1+V1] ST

h? ., 0y
|:_277’),2A2 + ‘/2:| \IIQ = lhﬁ

o W przypadku potencjalu centralnego V(ry,rs) =

V(Jr1 — r2|). W takim przypadku mozemy sko-
rzysta¢ ze znanej z klasycznego problemu Ke-
plera metody separacji przez wprowadzenie no-
wych zmiennych niezaleznych r = [x,y,2] i R =
X,Y.2]

miri + meors
r=r,—-ry, Ri=—7—=-°

mi + meo
Wéwezas
=R+ Lh ry =R — Lr’
my + mo mi + ma
skad
0?2 m2 02 2m, 0?2
A= — +—=
or2 M2 oR2 M OroR
0?2 m3 02 2mo 0?2 ’
A2 = — + —= _
or2 M2 oR2 M OroR

gdzie M = my + mso. Po podstawieniu otrzymu-
jemy

K2 K2 ov
———Ap— —A, +V U =ih—,
AN T gy A V)| W =iy
gdzie m = myms/(my +ms) to tzw. masa zredu-
kowana, natomiast

2 9 o
“oxz Tav: T an2

Widzimy wiec, iz ¥ = (R, 1)U, (r,t), gdzie U g
spelnia réwnanie czastki swobodnej o masie M,
natomiast ¥, spelnia réwnanie czastki o masie m
w potencjale V(r). W $wietle tych rozwazan do
réwnan opisujacych atom wodoru nalezy wpro-
wadzi¢ niewielka poprawke przez zastapienie we
wszystkich wzorach masy elektronu masa zredu-
kowana

m o= _Mwme 1836 9995 m. .
mp +me 1837




0.6.2 Bozony i fermiony

Zalézmy, iz mamy uklad dwéch czastek o spinie 0
opisany funkcja falowa U(ry,rs,t). Powyzej zaklada-
liSmy, iz czastki te mozna odrézni¢ ze wzgledu na ich
pewna wewnetrzna, fundamentalng ceche (np. proton
i elektron). Zauwazmy jednak, iz jedli czastek tych
fundamentalnie nie da sie odr6zni¢ (maja jednakowa
mase, tadunek itp.) to musi zachodzié

‘\I!(rl,rg,t) = +U(ry,ry,t) ‘

Istotnie gestoéé prawdopodobieristwa |¥|? znalezienia
czastki 1 w objetosci d®r; i czastki 2 w objetosci d3ry
powinna by¢ symetryczna funkcja rq i ro.

e Cuzastki, dla ktérych w powyzszej rownosci za-
chodzi + nazywamy bozonami.

o Czastki, dla ktérych w powyzszej rownosci za-
chodzi — nazywamy fermionami

Zalézmy teraz, iz czastki te nie oddzialuja ze soba.
Wéwcezas mozemy rozwiazaé réwnanie Schrodingera

h? h?

77A1 - 7A2 + V(I‘l) + V(I‘Q) \IJ(I‘l, I‘Q,t) =ih—

2m 2m

przez separacje U(ry,ra,t) = a(ry,t)B(ra,t) co po-
zwala okresli¢ funkcje ¥ jako iloczyn jednoczastko-
wych funkcji falowych dla czastek w odpowiednich
potencjatach. Powyzej zalozytem, iz czastki sa iden-
tyczne tj. my = mo = m i potencjal oddzialywania z
zewnetrznym polem jest jednakowy (np. potencjal ku-
lombowski dla jednakowych ladunkéw). Taka funkcja
nie spelnia jednak w ogélnosci wymogu symetryzacji
U(ry,re) = £¥(ro, r1), mozemy jednak skonstruowaé
z funkcji jednoczastkowych symetryczng lub antysy-
metryczna funkcje W przez prosta superpozycje. Wy-
starczy wziaé

WU(ry,ra) = co {a(ry)B(r2) £ a(r2)B(r1)} ,

gdzie ¢y jest pewna stala normalizacyjna.

0.6.3 Spin i zakaz Pauliego

Powyzsze rozwazania dotycza niestety jedynie
bozonéw o spinie 0. Istotnie w relatywistycznej
mechanice kwantowej daje sie udowodnié tzw.
twierdzenie o spinie i statystyce (spin—statistics the-
orem), zgodnie z ktérym wszystkie czastki o spinie
calkowitym (0, 1, 2, ...) sa bozonami, a wszystkie
czastki o spinie pélcatkowitym (1/2, 3/2, 5/2, ...)
sg fermionami. W S$wietle tego faktu powyzsza
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konstrukcja funkcji falowej odnosi sie jedynie do
bozonéw o spinie 0.

Pokazemy teraz jak zrobi¢ to dla fermionéw o spi-
nie potéwkowym (czyli elektronéw). Ponownie natu-
ralnym uogdlnieniem na system dwuczastkowy jest
stwierdzenie, iz jego stan jest opisywany przez pe-
wien spinor czterosktadnikowy W spelniajacy réwna-
nie Pauliego (zakladamy potencjalnos$é¢ wszelkich sit
zewnetrznych)

oA g R+ V(1) V() | W = iR

[ h? h? ] ov
Chcemy teraz utworzyé¢ W(ry,ry,t) jako pewien ,ilo-
czyn” dwuskladnikowych spinoréw A(ri,t), B(rs,t)
spelniajacych jednoczastkowe réwnania

B a Ve | A= i
_C r —ip
om ! ! ot

h? 0B
——Ay4+V B=ih—
[ om > * (r2)] ot
Mozna to zrobi¢ wprowadzajac iloczyn tensorowy
dwoch spinoréw zdefiniowany jako

o) n] -

Zauwazmy, przy tym, iz dzialanie to nie jest prze-
mienne. Co wiecej, poniewaz dla sit potencjalnych spi-
nor A mozna zapisa¢ jako a(ri,t)a, gdzie « jest funk-
cja, a a jest stalym (w czasie i przestrzeni) spinorem.
Wéwcezas jesli A = aa, B = b spelniaja rownania
jednoczastkowe, to

a1b
a1by
asby
Clgbg

V(ry,ra,t) = a(ry, t)B(re, t)(a®b)

spelnia rownanie dwuczastkowe. Teraz wymagamy
antysymetrycznosci ze wzgledu na podstawienia
[r1 & 12, (tj. antysymetrycznosci ze wzgledu
na zamiane czastek ze soba). OczywiScie powyzszy
spinor nie spetnia w ogdlnosci tego wymogu, ale mo-
zemy skonstruowaé z rozwiazan jednoczastkowych an-
tysymetryczny spinor poprzez superpozycje

W(rrr) = Co{04(1'1)5(1‘2)(a®b)—a(r2)5(r1)(b®a)} ,

gdzie pomingliSmy argument ¢.



Zakaz Pauliego. Zauwazmy, iz jesli dwa elektrony
sa w jednakowym stanie spinowym a = b, to musza
by¢ w réznych stanach polozenia o # 8 i odwrotnie
jesli sa w jednakowym stanie polozenia, to musza byé
w réznych stanach spinowych (inaczej nie mieliby$my
w ogble spinora dla calego ukladu). Ten warunek na-
zywamy zasada wykluczenia Pauliego.

0.6.4 Atom helu

Neutralny atom o liczbie atomowej Z sklada si¢ z
ciezkiego jadra o tadunku Ze otoczonego Z elektro-
nami. Najprostszym poza wodorem atomem jest hel
(Z = 2). Pomijajac ruch jadra, mozemy zalozy¢, ze
mamy do czynienia z ukladem dwuczastkowym, kté-
rego spinor spetnia réwnanie

h? h? —2¢?
A A et
2m ! 2m 2+ (47T€0|I'1+
—2¢? e? ov
W(ry, o, t) = ih— .
* 47reg|rs * 4mep|ry —r2|) (roor2 ) =1 ot

Jedli zignorujemy oddzialywanie elektron—elektron
(ktére z pewnoscia nie jest male, ale znacznie uprasz-
cza sytuacje) to otrzymamy uklad nieoddzialujacych
fermionéw, dla ktérego mozemy podaé rozwiazania
separowalne. Istotnie mozemy przedstawi¢ W jako
VU = Uy, gdzie ¥ jest funkcja, skad

\II(rlv ro, t) = \Il’nlm (r17 t)\Ij’n’l’m' (r27 t) )

gdzie Vo, Varirme sa stacjonarnymi rozwigzaniami
jednoczastkowymi dla elektronu w atomie wodoropo-
dobnym danymi wzorami (0.4.3) przy zamianie e? —
2¢2. W szczegdlnosci istnieje stan podstawowy

_ritrg _ﬂ
Uy (ry,ro,t) = Wigo(ri, t)Wigo(ra,t) = coe” 70 e &

gdzie

2h2

El=2E = ——"——
! ! 2m(2rg)?

= -8Ry = —109¢eV .
Zauwazmy, iz U, jest symetryczne wzgledem zamiany
czastek, wiec w stanie podstawowym atomu helu
elektrony musza by¢ w réznych stanach spinowych.
Energia stanu podstawowego helu okre$lona eks-
perymentalnie wynosi ok. —79eV. Niezgodnosé
wynika oczywiscie z faktu pominigcia oddzialywania
elektron—elektron.

Nomenklatura stanéw atomowych. Stan
atomu wodoropodobnego (jeden elektron przyciagany

)
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przez nieruchome jadro o tadunku Ze) jest opisany
funkcja falowa (0.4.3). Z powodéw historycznych
stany numerowane liczbami kwantowymi n (gléwna),
I (poboczna), m (magnetyczna) sa oznaczane réwniez
w nastepujacy sposéb:

o zapisujemy gléwna liczbe kwantowa n

e nastepnie piszemy litere s, p, d, f, 7, k, [ i da-
lej alfabetycznie dla kolejnych pobocznych liczb
kwantowych [ =0,1,....,n —1

e magnetycznej liczby kwantowej nie zapisujemy

Poniewaz dla atoméw wieloelektronowych przy pomi-
nieciu oddzialywan elektron—elektron rozwiazaniami
sa odpowiednie kombinacje funkcji falowych atomu
wodoropodobnego wiec korzystamy z analogicznej no-
menklatury dopisujac dodatkowo w wyktadniku liczbe
elektronéw w danym stanie (ze wzgledu na zakaz Pau-
liego nie moga by¢ one wszystkie np. w stanie podsta-
wowym dla Z > 3). Tak wiec np. zapis

(15)%(25)*(2p)?
okresla konfiguracje: 2 elektrony w stanie podstawo-
wym; 4 elektrony w pierwszym stanie wzbudzonym,
po dwa dla liczb pobocznych 0, 1.

0.6.5 Struktura pasmowa

Przeanalizujemy teraz niezwykle uproszczony model
jednowymiarowej sieci krystalicznej. W tym celu po-
szukamy rozwiazan jednowymiarowego niezaleznego
od czasu réwnania Schrédingera

h? d?
2mda?

dla potencjalu przestrzennie okresowego z okresem a
tj. V(z + a) = V() dla kazdego = € R.

T+ V()| v =By,

Twierdzenie Blocha. Niezwykle pomocnym
twierdzeniem przy rozwiazywaniu powyzszego pro-
blemu jest twierdzenie Blocha, ktére méwi, iz funkcja
1) spelniajaca

Uz +a) = eP(z) |,

gdzie ¢ jest pewnym parametrem rzeczywistym
spelnia niezalezne od czasu réwnanie Schrodingera
dla okresowego potencjalu z okresem a.

Zalozymy, ze potencjal sklada sie z ciagu pikéw
funkeji delta Diraca (tzw. grzebien Diraca)

V(z) = aZé(:c —ia).
i=0



Jest to uproszczony model Kroniga—Penneya. Roz-
wazmy obszar € (0;a). W tym obszarze funkcja
falowa spelnia réwnanie czastki swobodnej, wiec

¥(x) = asin(kx) + beos(kx) ,

gdzie k = v2mE/h. Zgodnie z twierdzeniem Blocha
dla 2 € (—a;0) funkcja falowa ma postaé

() = e 9% asin(kz) + beos(kz)) .

Z ciaglodé¢ ¢ i wartosci pochodnej w 0 otrzymujemy
warunek

cos(ga) = cos(ka) + % sin(ka) .
Warunek ten wyznacza dozwolone energie czastki w
okresowym potencjale. Pozostaje nalozy¢ pewien wa-
runek na ¢. Zrobimy to, nakladajac periodyczny wa-
runek brzegowy

Yz + Na) = ¢(z),

gdzie N jest bardzo duza liczba naturalna rzedu liczby
Avogadro (~ 10%3). Z powyzszego i twierdzenia Blo-
cha mamy wiec
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= Na
Numeryczne wyznaczenie dozwolonych energii poka-
zuje, iz tworzg one pasma dozwolonych energii, w ob-

rebie ktérych zasadniczo kazda energia jest dopusz-
czalna (dla bardzo duzych N).

q nez.

Rysunek 3: Struktura pasmowa dla przestrzennie
okresowego potencjatu. Wewnatrz pasm zasadniczo
kazda energia jest dozwolona dla duzych N.
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