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1 Abstrakcyjna teoria kwantow

1.1 Elementy teorii przestrzeni Hilberta

Przez V := (V,C, 4, -) bedziemy oznaczaé przestrzen wektorowa nad ciatem liczb
zespolonych.

Def 1.1. Odwzorowanie d : V x V +— R bedziemy nazywa¢ metrykg w zbiorze
V£ iff

e Yu,v €V :d(u,v) >0, przy czym réwnosé zachodzi iff u = v (nieujemnosé)
o Yu,v eV :d(u,v)=dv,u) (symetria)
o Yu,v,w eV :d(u,v)+ d(v,w) > d(u,w) (nieréwno$é trijkqta)

Pare (V,d(-,-)) bedziemy nazywaé przestrzenig metryczng.

Def 1.2. Niech (V,d) bedzie przestrzenia metryczna. Méwimy, iz dany ciag (u,)
elementéw zbioru V' jest zbiezny do g € V' tj. u, — g przy n — oo iff d(u,,g) — 0
przy n — oo.

Def 1.3. Ciag (u,) elementéw u, € V bedziemy nazywaé ciggiem Cauchy’ego w
przestrzeni metrycznej (V,d(-,-)) iff spelnia on kryterium Cauchy’ego tj.

Ve >0:3N :Vn,m > N :d(u,, uy,) < €.

Tw 1.1. Kazdy ciag zbiezny w przestrzeni metrycznej (V,d) jest ciaggiem Cau-
chy’ego w tej przestrzeni.

Def 1.4. Przestrzeni metryczna (V,d(-,+)) nazwiemy zupeing iff kazdy cigg Cau-
chy’ego (u,) elementéw u,, € V' jest zbiezny do granicy g € V.

Def 1.5. Niech V bedzie przestrzeniag wektorowa. Odwzorowanie (-|-) : VxV +— C
nazwiemy iloczynem wewnetrznym wektorow iff

o Yu,v eV : (ujv)" = (v|u)
« Vu,u,02 €V :Va, B € C: (ulavy + fg) = a{ulvy) + B (ulvz)

o Yu €V : (uluy >0, przy czym réwnos¢ zachodzi iff u = 0. Zauwazmy tutaj,
iz z pierwszego aksjomatu (u|u) € R, gdyz (u|u) = (u|u)* = Im{(u|u)} =
0.

Pare (V, (-|-)) bedziemy nazywaé przestrzeniqg unitarng.



Tw 1.2. Kazda przestrzen unitarna jest metryczna z metryka indukowang przez
iloczyn wewnetrzny d(u,v) == ||lu — v|| = \/{u — vju — v).

Tw 1.3 (Nieréwnosé Cauchy’ego—Schwarza). Niech (V| (-|-)) — przestrzen unitarna.
Woéwezas
Vu,v € Vi | {ulv) |2 < (ulu) (v|v) .

Def 1.6. Przeliczalny zbiér wektoréw {vy, ..., v, } nazwiemy ortogonalnym iff
Vi# gii,7 € {1,....,n}: (v]v;) =0.
Ten sam zbior wektoréw nazwiemy ortonormalnym iff
Vi,j € {1, ..,n}: (vi|vj) = &5,
gdzie d;; jest delta Kroneckera.

Tw 1.4. Kazda przestrzen unitarna (V, (-|-)) posiada baze ortonormalna, tj. baze,
ktorej wektory bazowe tworza zbiér ortonormalny.

Def 1.7. Przestrzeniq Hilberta 7 = (V,(-|-)) nazwiemy zupelna przestrzen uni-
tarng.

Def 1.8. Niech 7 = (V, (-|-)) bedzie przestrzenia Hilberta. Odwzorowanie liniowe
F:V +— C nazwiemy funkcjonatem liniowym w przestrzeni 7.

Tw 1.5. Niech V* oznacza zbiér wszystkich funkcjonatéow liniowych F : V — C.
Wéwezas V* .= (V*,C, +, -), gdzie

4 VF17F2 eV ' YveV: (Fl —+ FQ)(U) = Fl(’U) + F2(U>
e VF eV " :VaeC:VveV:(a-F)(v)=aF(v)
jest przestrzenia wektorows, ktéra nazywamy przestrzenig dualng.

Tw 1.6 (Riesza). Niech 5 = (V, (-|-)) bedzie przestrzenia Hilberta, a V* jej prze-
strzenia dualng. Wéwcezas istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie wekto-
row v € V na funkcjonaly liniowe F' € V*. Dodatkowo dla kazdego funkcjonatu F
istnieje doktadnie jeden wektor u € V' taki, ze

Yo eV :F(v) = (ulv) .

Def 1.9. lloczynem Kroneckera macierzy A = [a;j|nxm 1 B = [bij]n xm Dazywamy
macierz wymiaru nn’ X mm’ postaci

aix - Qim bii - by a B -+ a;,,B
AB=|: . i |®|: . 1 |=

Qp1  *° Qnm bn/l bn’m’ anlB CanB

lloczyn Kroneckera dowolnych macierzy A, B, C, D spetnia
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Jesli istnieja iloczyny AC, BD to (A ®@ B)(C® D) = (AC) ® (BD).
Jesli macierze A, B s3 odwracalne to (A®@B)' =A@ B!

(A®B)' = AT @ Bf
AR (B+C)=A®B+A®C
(A+B)C=A®C+B®C

Def 1.10. lloczynem tensorowym przestrzeni Hilberta 7] i 745 o bazach ortonoro-
malnych odpowiednio {¢§1)} i {@(2)} nazywamy przestrzeil Hilberta 7 = 74 ® 76
taka, ze:

« Jej bazg ortonormalng jest zbior {¢§1) ® gbgz)}.

o Iloczyn wewnetrzny wektoréw bazowych w przestrzeni J€ ® 945 jest zdefi-

niowany jako
(400 )

?®¢@>:<@n

gdzie (-|-), to iloczyn wewnetrzny w JZ,.

(2)> — 505
1 ) k951

Notacja Diraca

Niech 77 bedzie przestrzenig Hilberta. Wprowadzimy teraz kompaktows notacja
wektoréow i funkcjonaléw liniowych wymyslona przez P.A.M. Diraca. Aby uproscié¢
zapis, bedziemy moéwili o wektorach nalezacych do przestrzeni 2 (uzywajac nawet
symbolu nalezenia € ), majac oczywiscie formalnie na mys$li wektory nalezace
do zbioru V.

Wektory nalezgce do 57 bedziemy oznaczaé jako

[¥) 5 1) s s

przy czym [-) to tzw. ket i formalnie jest to odwzorowanie |-) : S +— V| gdzie S jest
zbiorem znakow, ktérych uzywamy do oznaczenia konkretnych wektoréw ze zbioru
V. Nie bedziemy jednak przestrzegali tego formalnego znaczenia, utozsamiajac dla
wygody rowniez sam symbol z wektorem.

Funkcjonaty liniowe nalezace do przestrzeni dualnej bedziemy oznaczaé jako

(@l (¢l -,

przy czym (:| to tzw. bra i formalnie jest to odwzorowanie (-| : S* — V* gdzie S*
jest zbiorem znakow, ktorych uzywamy do oznaczenia konkretnych funkcjonatéw
ze zbioru V*. Poniewaz z tw. Riesza istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
funkcjonatéow liniowych na wektory, wiec mozemy utozsami¢ S* = S.
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Skonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta nad C

Rozwazymy teraz konstrukcje skonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta ztozo-

nej ze skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej V.= (C" C,+,-), ktorej
elementy bedziemy w danej bazie ortonormalnej {¢1,. .., ¢,} zapisywaé jako
n 3]
V)= aile)=|: |,

gdzie a; = (¢;]1)) € C oraz iloczynu wewnetrznego zdefiniowanego jako

(o) == 3" atby
=1

a1 by

ap b,

Powstata w ten sposdb skonczenie wymiarowa przestrzen unitarna jest trywialnie
zupekla, a zatem skonstruowaliSémy skonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta.
Wektor w tej przestrzeni mozemy utozsami¢ (poprzez iloczyn wewnetrzny) z ma-
cierza kolumnowa jego wspolrzednych w danej bazie ortonormalnej. Jasne jest
rowniez czym jest funkcjonal liniowy stowarzyszony z danym wektorem

ai

gdzie t oznacza sprzeZenie hermitowskie macierzy, tj. sprzezona macierz transpo-
nowang. W dalszej czesci skupimy sie gtéwnie na skonczenie wymiarowych prze-
strzeniach Hilberta ((C", C,+,-), (-|-)), gdyz stanowia one podstawe opisu teorii
obliczen kwantowych i kwantowej teorii informacji. Nalezy zdawaé sobie jednak
sprawe, iz stanowi to duze uproszczenie w stosunku do wymagan pelmoprawnych
teorii fizycznych (mechanika falowa, kwantowa teoria pola), w ktérych niezbedna
jest teoria nieskonczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta.

1.2 Elementy teorii operatoréw liniowych

Def 1.11. Operatorem liniowym A w przestrzeni ¢ = (V, (-|-)) nazywamy od-
wzorowanie liniowe

A:D(A) — D(A),
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gdzie D(A) jest pewna podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V. Dodatkowo za-
ktadamy, iz dziedziny operatoréw sa geste, to znaczy ich domkniecia sg réwne

.

Zgodnie z wczesniejszymi komentarzami nie bedziemy wnikali w subtelne pro-
blemy wynikajace z faktu, iz w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta
pojecie operatora liniowego jest nieodlgcznie zwiazane z pojeciem dziedziny tego
operatora, ktory w ogdlnosci nie jest okreslony na catej przestrzeni Hilberta, a tylko
na pewnym jej podzbiorze. Komplikacje te nie wystepuja w skonczenie wymiaro-
wych przestrzeniach Hilberta wymiaru n, w ktorych operatory liniowe mozemy
utozsamia¢ z endomorfizmami tej przestrzeni

A:Vi—=V.

Jak wiadomo z elementarnej algebry w przypadku n—wymiarowej przestrzeni
wektorowej kazdemu endomorfizmowi A mozemy przyporzadkowaé macierz wy-
miaru n X n, ktérej elementy w danej bazie ortonormalnej {¢1, ..., ¢,} sa dane
przez wartosci A na wektorach bazowych

A|pr) = Air |p1) + Ao [p2) + ...+ At [Pn)

skad element A;; macierzy A w bazie ortonormalnej {¢;} jest dany przez

Aij = (di| Aloy) .

Def 1.12. Sprzezeniem operatora A nazywamy operator A’ zdefiniowany (pomija-
jac wszelkie problemy zwiazane z okresleniem dziedzin operatoréw) przez réwnanie

Vip, ¢ € A (| AT |¢) = (¢| Aly)" .

Podstawiajac w miejsce wektoréw 1, ¢ wektory bazy otrzymujemy (w przy-
padku skonczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta) zalezno$é miedzy macierza
A i jej sprzezeniem hermitowskim A'

T px
A=A
Def 1.13. Komutatorem operatoréw A, B operator [A, B| zdefiniowany jako
Vi € D : [A, Bl = ABy — BAY.

Jesli [A, B] = 0 (gdzie 0 oznacza operator zerowy 09 = 0), to méwimy, ze operatory
A, B komutujg.



Def 1.14. Antykomutatorem operatoréw A, B nazywamy operator {A, B} zdefi-
niowany jako

{A,B}) := ABy) + BAY .

Tw 1.7. Dla dowolnych operatoréow A, B, C zaktadajac odpowiednie dziedziny,
zachodzi:

« [A+B,C]=A,C]+[B,C];
- [AB,C]=A[B,C]+[A,CB.
« [[A,B],C] +[[B,C],A] + [[C, A],B] = 0 (tozsamos¢ Jacobiego)

Def 1.15. Slad operatora A definiujemy jako liczbe Tr A € C réwna

TrA = Z (Pi| Aldi)

gdzie {¢;} jest dowolna ortonormalng baza przestrzeni 7.

Tw 1.8. Slad operatora nie zalezy od wyboru ortonormalnej bazy przestrzeni
Hilberta.

Tw 1.9. Podstawowe wlasnosci $ladu.
o Tr(aA+ B) = aTr(A) + Tr(B)
« TrABC =TrBCA =Tr CAB
« TrA = (TrAT)
o det{er} =e™A

Def 1.16 (Funkcja operatora). Niech f(z) : R +— R bedzie funkcja zmiennej
rzeczywistej taka, ze istnieje szereg potegowy

ktory jest zbiezny jednostajnie na R do f. Wowczas funkcje operatora f(A) defi-

niujemy jako

(.
f(A) = HA )

n=0

gdzie przyjmujemy A° := 1. W szczegdlnosci mamy



o exp(A):= > LA"

n=0 n!

. 00 —1)" n
« sin(A):=3 ", (én—i-)l)!AQ o

o cos(A):=>" (D" p2n

n=0"(2n)!

W teorii kwantowej gtéwna role odgrywaja trzy rodziny operatorow: operatory
samosprzezone, rzutowe i unitarne.

Def 1.17. Operatorem samosprzezonym (pomijajac wszelkie problemy zwiazane z
okresleniem dziedzin operator6w) nazywamy operator A, dla ktérego A = Al

W przypadku skonczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta definicja ta jest
pelna, a operatory samosprzezony mozemy utozsamia¢ z macierzami hermitow-
skimi tj. macierzami, ktorych elementy spetniaja zwigzek

W przypadku nieskonczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta definicja ta jest
niepetlna gdyz trzeba mie¢ swiadomo$¢, iz réwnosé operatoréw oznacza z definicji
rownos¢ ich dziedzin, co wymaga wprowadzenia rozréznienia miedzy operatorami
jedynie symetrycznymi (tj. spetiajacymi réwnosé (| Al¢) = (4| Aly)" dla do-
wolnych 1, ¢ € D(A)), a operatorami samosprzezonymi.

Operatory samosprzezone odgrywaja wyrozniong role w teorii kwantowej ze
wzgledu na trzy twierdzenia, ktére sg dla nich spetnione.

Tw 1.10. Wartosci wlasne operatora samosprzezonego sg liczbami rzeczywistymi.

Tw 1.11. Zbiér wektoréw wlasnych operatora samosprzezonego rozpina przestrzen

.

Tw 1.12. Jesli widmo operatora samosprzezonego nie jest zdegenerowane, to wek-
tory wlasne tworzg zbiér ortogonalny.

Def 1.18. Operatorem rzutowym nazywamy operator P taki, ze P = Pf (samo-
sprzezonosé) i P> = P (idempotentnosé).

Waznym przyktadem operatora rzutowego jest operator rzutowania na jedno-
wymiarowa podprzestrzen rozpieta na unormowanym wektorze |¢) (rzutowanie na
kierunek wektora ¢), ktéry w notacji Diraca mozemy zapisaé¢ jako P = |¢) (@] tj.



Vi o P(y) = (¢|) ¢. Jest to oczywiscie operator liniowy, gdyz dla dowolnych
wektorow [¢1), |12) 1 skalaréw «, 8 mamy

|9) (0] (a [th1) + B [2)) = @) (Dlanyy + Bba)
= a|p) (Blir) + B9) (ol2) -

Jest rowniez idempotentny, gdyz

[0) (¢l (|0) (2lv)) = |9) {d]¢)

z zalozenia (¢|¢) = 1 oraz samosprzezony

((¥11¢) (=)™ = (Wnld)™ (Ble2)" = (Dlhr) (Y2l d) = (¥2|9) () -

PLatwo pokazaé réwniez, iz jedli {¢;} jest ortonormalnym zbiorem wektoréw, to
P=> | (il
i
jest operatorem rzutowym. W szczegdlnosci, jesli {¢;} jest ortonormalnag baza prze-

strzeni 97, to
Z ¢i) (@il =1.

Def 1.19. Operatorem unitarnym nazywamy operator U taki, ze
uui=Ulu=1.

Przeksztatcenia unitarne reprezentowane przez operatory unitarne maja uzy-
teczng wlasno$é polegajaca na zachowywaniu wartosci iloczynu wewnetrznego dwoch
wektoréw, a zatem w szczegdlnosci normy wektora

(Uy|Ug) = (UTUY|9) = (¥]9) .

Tw 1.13 (spektralne). Niech 7 bedzie przestrzenia Hilberta. Dla kazdego sa-
mosprzezonego operatora liniowego A w ¢ istnieje unikalna rodzina operatoréw
rzutowych P(A) indeksowanych ciggtym parametrem A € R taka, ze

o P()\l)P()\Q) = P(mll’l()\l,)\2>)
e VA:lime o P(A+¢) = P()\)
o limy, PN\ =0



o limy PN\ =1
+00
« A= [ NdP())
gdzie ostatnia catka to tzw. catka Riemanna—Stieltjesa wzgledem miary operato-

rowej zdefiniowana jako

b

[ H@)dotw) = lim 3" f(o) o) - o))

a

dla
fR—R, o0:R— X,

gdzie [a;b] = U;_,[®k—1; 1] jest podzialem normalnym odcinka [a;b]. Dodatkowo
dla dowolnej funkcji operatora f zachodzi

400
= [ 1 dpy

W szczegdlnym przypadku, gdy operator samosprzezony A ma niezdegenero-
wane widmo {\;} bedace zbiorem przeliczalnym, wiemy, ze zbiér unormowanych
wektoréw wlasnych {¢;} jest baza ortonormalna przestrzeni ¢, czyli dla dowol-
nego wektora ¢ € ¢ mozemy zapisac

Zcz i) = Z (&il0) [en) -

gdzie ¢; = (¢i|1) € C to wspbéhrzedne wektora w zadanej bazie. Dzialajac opera-
torem A na wektor ¢ mamy

ALY =" (i) Al =D (6ilth) A [¢3) = <ZA|¢1 @) V)

% %

Catka Stieltjesa z twierdzenia spektralnego przechodzi wiec w tym przypadku w
sume (by¢ moze nieskoriczona) operatoréw rzutowych rzutujacych na jednowymia-
rowe podprzestrzenie rozpiete na kolejnych wektorach wtasnych operatora

A= ZM@S» (¢4 -
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1.3

Postulaty teorii kwantow

Ponizej przedstawiono postulaty ogoélnej, abstrakcyjnej teorii kwantow. Postulaty
te obowigzuja we wszystkich realizacjach teorii kwantéw np. mechanice falowej,
czy kwantowej teorii pola, jednak ze wzgledu na swdj ogdlny charakter same w
sobie nie dostarczajg narzedzi do rozwigzywania zadnych konkretnych probleméw
fizycznych. Nie nalezy ich rowniez traktowad jako podstaw do aksjomatyzacji teorii
kwantowej. Stanowig one raczej sposob uporzadkowania w spdjna strukture wiedzy
dotyczacej konkretnych realizacji teorii kwantow

L.

II.

I1I.

IV.

O modelu matematycznym. Modelem matematycznym teorii kwantéw
jest teoria przestrzeni Hilberta nad cialem liczb zespolonych i teoria opera-
torow liniowych dziatajacych w tej przestrzeni.

O pytaniach elementarnych. Pytaniem elementarnym nazwiemy pyta-
nie, na ktore odpowiedz moze brzmie¢ jedynie ,, TAK” lub ,NIE”. Pytanie
elementarne nazwiemy rozstrzygalnym w obrebie danej teorii kwantowej iff
istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie tego pytania do pew-
nego operatora rzutowego P. Bedziemy wowczas méwili, iz dane pytanie
elementarne jest reprezentowane przez P. Kazde pytanie elementarne repre-
zentowane przez P mozna zanegowaé otrzymujac pytanie reprezentowane
przez 1 — P, natomiast dwa pytania elementarne reprezentowane przez Py i
P, mozna potaczy¢ spdjnikiem

o 1”7 otrzymujac pytanie reprezentowane przez PiPs, przy czym musi
zachodzi¢ [Py, Py] = 0.

o ,LUB”; otrzymujac pytanie reprezentowane przez P; + Py, przy czym
musi zachodzi¢ PPy = 0.

O stanach ukladu. Stan uktadu fizycznego jest reprezentowany przez unor-
mowany wektor |U) w pewnej przestrzeni Hilberta J#, przy czym utoZsa-
miamy ze soba wektory roznigce si¢ jedynie globalnym czynnikiem fazowym
tj. |U) ~ e W), a € R.

O prawdopodobienstwach. Teoria kwantowa dostarcza jedynie probabi-
listycznych odpowiedzi na rozstrzygalne pytania elementarne. Prawdopodo-
bienstwo p, iz odpowiedZ na pytanie elementarne reprezentowane przez P
jest twierdzaca, dla uktadu reprezentowanego przez W wynosi

p=(|PT).

Zauwazmy, ze 7 samosprzezonosci operatora P mamy p = p*, wiec p € R,
natomiast z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza mamy

(U|) (PY|PW) =1 (¥|P[T) =p>|(V|P|V)[*=p*,
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VL

skad p(p — 1) <0, co implikuje p € [0; 1] zgodnie z aksjomatami prawdopo-
dobienstwa.

Operator jednostkowy 1 reprezentuje pytanie, na ktére odpowiedz jest za-
wsze pozytywna. Jest to wiec w istocie pytaniem o istnienie uktadu.

O wielkosciach fizycznych. Kazda wielkos¢ fizyczna A wystepujaca w
danej teorii kwantowej jest reprezentowana przez samosprzezony operator
liniowy A i stowarzyszona z nim na mocy twierdzenia spektralnego rodzing
operatoréw rzutowych P4 (). Operator rzutowy P 4(\) reprezentuje pytanie:

czy wielko$¢ fizyczna A ma wartos¢ nie wieksza od \?
Na mocy postulatu drugiego mozemy skonstruowacé pytanie:
czy wielko$é fizyczna A ma warto$é z przedziatu (Ag; A]?
reprezentowane przez operator
Pa(A; A2) = [1 = Pa(M\)]Pa(A2) = Pa(A2) = Pa(\r).

Wartos¢ oczekiwana funkcji f wielkosci A dla zespotu statystycznego ukta-
dow przygotowanych w stanie ¥ obliczamy jako

/f L /f ‘WPA( >|‘I’>d>\

— (v / SO AP AN | W) = (U] F(A) ) .

O ewolucji uktadu w czasie. Stan ukladu |¥) ewoluuje zgodnie z rdwna-

niem Schrodingera
H V) =ik, |V) ,

gdzie H jest specjalnym operatorem samosprzezonym reprezentujacym ha-
miltonian uktadu, tworzonym wedle okreslonych regut w danej realizacji teo-
rii kwantow. Rownowaznie mozemy powiedzie¢, iz istnieje operator unitarny

U(t; to) taki, ze
(W (t)) = U(t; to) [V (to)) -

[stotnie pokazemy, iz ewolucja zgodna z rownaniem Schrodingera jest uni-
tarna

@ _ <\IJ‘\II> + <qf‘xp> _ —% (HU| D) + % (T|HT) =0,
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gdzie w ostatniej linijce skorzystaliSmy z samosprzezonosci H. Powyzszy wy-
nik nazywa si¢ réwniez zasada zachowania prawdopodobienstwa.

VII. O kolapsie. Po pomiarze wielkoéci A uktadu w stanie |U), ktéry zwrdcit
wartosé z przedziatu (Ai; Ag] stan uktadu zostaje natychmiastowo zreduko-
wany do

Pa(A1; A2) [W)

VTP A2) [B)
VIII. O uktadach zlozonych. Przestrzen Hilberta . uktadu zlozonego ma

strukture iloczynu tensorowego przestrzeni Hilberta uktadéw prostych wcho-
dzacych w jego sktad 77 = 74 @ 6 ® ... R I,

W) —

Zasady nieoznaczonoSsci

Niech A bedzie pewng wielkoscia fizyczng reprezentowang przez operator A. Zde-
finiujmy odchylenie standardowe o4 wielkosci A dla uktadu w stanie ¥ jako

o4 = V(A= (4))?) = /(7] A*|D),

gdzie A := A — (A). Dla dowolnych dwéch wielkosé fizycznych A i B w uktadzie

reprezentowanym przez W mamy z nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza
ohor > |(AV|BU)[ .

Jednoczesnie dla dowolnego z = x + iy € C mamy

|z[2—x2+ 2 z+z* 2+ 2 — 2\
I S N 2%

Z powyzszego mamy wiec

2

ik = |5 (AVIBY) - (BYLAw)| + | J(AvBY) + Bulaw)| |

skad po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

2

oo = (5 A + (3 wiasy e - (a)3)

Powyzsza nieréwnos¢ nazywamy zasadg nieoznaczonosci Schrodingera. W szcze-
gblnosci z powyzszego wynika zasada nieoznaczonosci Robertsona

o> (g wABIm)
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ktéra dla operatoréw spelniajacych kanoniczng relacje komutacyjng [A, B] = ihl
przyjmuje postaé zasady nieoznaczonosci Heisenberga

oA0B > 5

Zauwazmy jednakze, iz w rozwazanych przez nas n—wymiarowych przestrzeniach
Hilberta nie istniejg operatory spetniajace kanoniczng relacje komutacyjna. Istot-
nie biorac $lad z powyzszego wyrazenia mamy

0=TrAB —TrBA =inh #0.

Twierdzenie Ehrenfesta

Niech A bedzie pewng wielko$cig fizyczng reprezentowang przez operator A, wow-
d(4)y d ov

ov OA
U8 8 mgy— (20]as) « (o]a20) s (4]0

Jednoczesnie z réwnania Schrodingera mamy HV = iho, ¥, skad

d(4) i
dt  h

(HU[AT) — L (U[AHY) + (2] 2 1)

i
h
ale ze wzgledu na fakt, iz H jest operatorem samosprzezonym mamy

d(4) . OA
dt <\Ij‘ ot ’

Powyzsze rownanie nazywamy twierdzeniem FEhrenfesta.

W)+ (9] H,A])

Zasada nieoznaczonosci energii—czasu
Z twierdzenia Ehrenfesta dla operatora A niezaleznego od czasu mamy

d (4)

o & (V[ [H,A][T) .

Jednoczesnie z zasady nieoznaczonosci Robertsona mamy

> (5 A

Podstawiajac wyrazenie na warto$¢ oczekiwanag komutatora otrzymujemy z po-
WYZSzZego

_ h]da)
THOA =5 " |-
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Jesli wartos¢ oczekiwana nie zmienia sie w czasie to powyzsza nierownos¢ nie mowi
nic odkrywczego. Jesli jednak rozwazymy pewien proces, podczas ktorego wartosé
oczekiwana zmienia sie w czasie At o AA to mozemy dokonaé przyblizenia
OA ‘AA‘
’d<A> ) |AA|/At
di

— At

a wowczas z powyzszej nieréwnosci otrzymujemy zaleznosé
h

oAt =2 —,
HALZ 5

ktora nazywamy zasadg nieoznaczonosci energii—czasu.

1.4 Kwantowe uktady dwupoziomowe

Przedstawimy teraz wazna realizacje abstrakcyjnej teorii kwantow — teorie uktadow
dwupoziomowych, ktére stanowig podstawe teorii obliczenn kwantowych i kwanto-
wej teorii informacji. Modelem matematycznym tej teorii jest skonczenie wymia-
rowa przestrzen Hilberta

H = ((627(:7 +, ')7 <|>)

i teoria operatoréw liniowych w tej przestrzeni, ktére mozemy utozsamiaé z zespo-
lonymi macierzami 2 x 2.

1.4.1 Macierze Pauliego

Macierze Pauliego definiujemy jako zespolone macierze 2 x 2

e R R e B b

Przydatne jest zdefiniowanie wektora macierzy Pauliego o
oc=(XY,2),

dzigki ktéremu mozemy tatwo zapisa¢ sume przeskalowanych macierzy Pauliego

jako ¢ - o, gdzie ¢ € C3? jest pewnym wektorem o elementach zespolonych.
Zauwazmy, ze dowolny operator samosprzezony A w rozpatrywanej przestrzeni

¢ ma postac

ap + a, ap —lay

A= .
Gy +1ay, Qg — a,

=aql+a- o,

gdzie ag, az, ay, a, € R. Jednoczesnie bez straty ogélnoséci mozemy przyjac ap = 0,
gdyz stata ta przesuwa jedynie widmo operatora A o ustalong warto$¢, co pozwala
przedstawi¢ dowolny operator samosprzezony jako wektor a w trojwymiarowe;j
przestrzeni.
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XY =iZ = —YX X,Y] = 2iZ {(X,Y}=0

YZ =iX = -ZY Y, Z] = 2iX {Y,Z} =0

ZX =iY = —XZ Z,X] = 2iY {Z,X} =0

X2=Y?=2Z2>=1 | rX=TtY=TrZ=0 | detX =detY =detZ = —1

e = 1cos|a| +ia - o sin|a]

(a-0)-(b-o)=(a-b)l+i(axb) o

Tabela 1: Wybrane wtasnosci macierzy Pauliego

1.4.2 Sfera Blocha

W tréjwymiarowej przestrzeni mozemy rowniez przedstawi¢ wektor stanu W. Istot-
nie wektor stanu jest okreslony przez 2 zmienne zespolone

v =3

czyli 4 zmienne rzeczywiste, ale ze wzgledu na warunek unormowania |a|*+[3]* = 1
mamy tylko 3 zmienne niezalezne. Dodatkowo pamietajac, iz globalna faza wektora
stanu nie ma znaczenia mozemy wyeliminowaé jeszcze jedng zmienng i zapisaé
wektor ¥ jako

| W) = cos g [é] + €'? sing [ﬂ = cosg 0) + e sing 1)

dla pewnych parametrow ¢, 0 € R. Powyzej wektory bazy ortonormalnej oznaczy-
lismy jako {|0),|1)} zgodnie z oznaczeniami stosowanymi w teorii obliczen kwan-
towych (w szczegdlnodei |0) nie oznacza w powyzszej notacji wektora zerowego 0).
Zmienne ¢, 6 mozemy interpretowaé¢ odpowiednio jako kat azymutalny i kat zeni-
talny punktu na sferze jednostkowej, ktéra nazywamy sferq Blocha. Zauwazmy, iz
przy wybranej parametryzacji bieguny sfery okreslaja odpowiednio stany |0) i |1).

Mozemy potaczy¢ oba przedstawienia tj. przedstawienia operatora i wektora
stanu jesli tylko zamiast wektora stanu uzyjemy operatora rzutowania na stan .
Mozemy roztozyé go wowczas (jak kazdy operator samosprzezony) na macierze
Pauliego

W) (U] =s01+s-0,
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11)

Rysunek 1: Sfera Blocha

przy czym parametry sg, Sz, Sy, S, muszg speiniac
(W) (W) (O] = [W) (W],
czyli
sol+s-0 = (s + [s|)1 + 2sps - o,
skad so = |s| = 1/2. Operator rzutowania |¥) (V| mozemy zatem w ogdlnosci
roztozy¢ na macierze Pauliego w nastepujacy sposéb

) (¥ = S(1+s o),

gdzie przeskalowaliSmy zmienne s,, s,, s, tak, ze teraz |s| = 1.

Widzimy wiec, iz stan W mozemy reprezentowaé jako wektor s okreslajacy
punkt na sferze jednostkowej w trojwymiarowej przestrzeni, a operator samosprze-
zony jako dowolny wektor a w tej przestrzeni. Przejécie od rzeczywistego wektora s
do abstrakcyjnego wektora stanu |¥) odbywa sie poprzez okreslenie wspétrzednych
sferycznych (0, ¢) wektora s i zmapowanie ich zgodnie z przepisem

0 ' 0
|U) = cos 5 0) +el¢sin§ 1) .

1.4.3 Ewolucja uktadu dwupoziomowego

Dla uktadéw dwupoziomowych ogélne réwnania ewolucji amplitud prawdopodo-
bienstwa wektora stanu
o
U —
v -
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dla hamiltonianu postaci

1= ) 7]

maja postac
iha = HH(t)CY + ng(t)ﬁ
lh,ﬁ = HQl(t)Oé + Hgg(t)ﬁ

Roéwnanie ewolucji mozemy zapisa¢ réwniez wykorzystujac przedstawienie geo-
metryczne wektoréw stanu i operatoréw na sferze Blocha. Istotnie rézniczkujac
operator rzutowy p = |¥) (V| mamy

90 i)l ) (] = H) (0]~ ) (H
= %(Hp— pH) = %[H,p] -

Z powyzszego mamy wiec dla p=3(1+s-oc)iH=H-o

—s=Hxs
2
Przedstawienie geometryczne wektora stanu na sferze Blocha nie jest jedynie
obserwacja matematyczng. Pozwala ono zwizualizowa¢ semi-klasyczng ewolucje
wektorowej wielkosci fizycznej S, ktorej sktadowe S,, Sy, S, sa w przestrzeni 77
reprezentowane przez samosprzezone operatory Pauliego X, Y, Z. Istotnie zgodnie
z twierdzeniem Ehrenfesta
d(s) i

JednoczesniedlaH=H - o

[H,X] = —2iH,Z + 2iH.Y
H,Y] = —2iH.X + 2iH,Z
H,Z] = —2iH,Y + 2iH,X

skad
hd(S)
2 dt
Widzimy zatem, iz ruch wektora s po sferze Blocha odpowiada ewolucji wartosci
oczekiwanej wielkosci fizycznej S, ktéra to ewolucje mozemy w przyblizeniu semi-
klasycznym traktowaé jako faktyczng ewolucje tych wielkoSci.

=H x (S) .
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1.4.4 Obroty na sferze Blocha

Powyzsze rozwazania pokazuja, iz w przedstawieniu geometrycznym stan W repre-
zentowany przez jednostkowy wektor s na sferze Blocha ewoluuje w taki sposob,
iz. efektywnie jego potozenie na sferze Blocha w czasie ¢ mozna przedstawi¢ jako
obrét wektora potozenia w czasie ty o pewien kat ¢ wokét ustalonej osi i

s(t) = R al)s(to)

W ujeciu abstrakcyjnego wektora |W) przeksztalcenie to odpowiada oczywiscie
pewnemu przeksztatceniu unitarnemu U, tj.

(W(t)) = U[¥(t)) -

Warte zbadania wydaje sie wiec wyznaczenie operatora U, ktory odpowiada ob-
rotowi na sferze Blocha. Aby wyznaczy¢ jawny wzér na operator U rozwazmy
infinitezymalny obrét wektora s wokét osi i o kat e. Jak tatwo pokazaé

s = ﬁﬁ(G)S =s+€(s X )

w przyblizeniu do wyrazéw liniowych wzgledem e. Wektor rzeczywisty s najtatwiej
powiazaé z abstrakcyjnym wektorem |W) poprzez operator rzutowy p = |¥) (V|
dla ktorego zachodzi

UT) (UT| =UpU' = - (1+5-0),

1
2
skad

s-UoU' = (s+e(sxi))-o0=s (6+ehxa)).

Otrzymujemy zatem rownanie
UoU' =0 + ¢ x o).
Poszukajmy U spetniajacych to rownanie postaci
U=1+ieA, U =1-icAT,

gdzie A jest operatorem samosprzezonym postaci A = a - o. Zauwazmy, iz tak
zdefiniowany U jest unitarny w przyblizeniu do wyrazéw liniowych wzgledem e.
Podstawiajac powyzsze wzory na U oraz U' i ograniczajac sie do wyrazéw liniowych
wzgledem € otrzymujemy

ic[A, o] = ¢( x o).

Widzimy zatem, iz taki, a nie inny strzat na postaé¢ operatora U byt podyktowany
wyprowadzonymi wczesniej wzorami na komutatory operatora samosprzezonego z
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operatorami Pauliego, ktore nasladuja strukture zwyktego tréjwymiarowego ilo-
czynu wektorowego. Z powyzszego otrzymujemy zatem a = %ﬁ, skad

A~

1€
U=1+-h-0.
+2na

Stad tatwo mozemy juz uzyskac¢ operator unitarny Uz (¢) odpowiadajacy obrotowi
o kat ¢ wokoét osi

. N )
Ua(p) = A}lgéo (1 + %ﬁ-a) :exp{%goﬁ-cr} = lcosg +i(h- o) sing

W szczegdlnosci dla obrotow wokoét osi z, y, 2 mamy odpowiednio
Y 14in &
cos & isin 2}

Us(p) = L sing cos%

cos? sin¥
Uy (p) = { ’ 2}

—gin® k4
SlIl2 COS2

eTiv/2 0
Us(p) = { 0 e—iap/?:|

1.4.5 Przyklad — magnetyczny rezonans jadrowy

Rozpatrzmy czastke obdarzong momentem magnetycznym g o spinie potowkowym
i nie posiadajaca tadunku elektrycznego (neutron), ktéra zostata umieszczona w
wirujacym z czestoscia radiowa polu magnetycznym

B(t) = Bytcos(wt)X — Bysin(wt)y + BoZ .

Czastka ta stanowi pewien uktad dwupoziomowy, ktérego oddziatywanie z polem
magnetycznym jest opisane hamiltonianem Pauliego

BO Brfe+iwt

H:_MB'U:_H{Bfeiwt _BO

Roéwnania ewolucji na amplitudy prawdopodobienistwa maja wiec postac
1 5 +iwt
e = ne .“” B+ a
ﬁﬁ =ne Wa —f3

gdzie wprowadziliSmy parametry wg := puBo/h i n := B/ By. Latwo sprawdzié, iz
rozwigzaniem powyzszego uktadu rownan jest

a(t) — (Cleﬁﬂt + Cge*im) netivwt/2
B(t) = [cl(Q —0)et¥ — ey (Q + 5)e_i9t} wy teTwt/? ’
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gdzie

(5:w0—%, Q= /n?wi + 2.

Zdefiniowana wielko$¢ (2 nazywamy czestosSciqg Rabiego. Zalézmy, iz w chwili po-
czatkowej « = 01 8 = 1, wowczas

inwyg

5= {5 (o))

a(t) = sin(Qt)etiwt/2

Z powyzszego prawdopodobienstwo p;_,o znalezienia uktadu w stanie |0) wynosi

Proo(t) = laf? = (%)anﬁ(m) _ % (%)2 (1= cos(201)) .

Natomiast prawdopodobiefistwo p;_,; znalezienia uktadu w stanie |1) wynosi

wo—lw

_2) sin(Qf) = 1 — pr_olt).

pisi(t) = |B? = cos? () + ( Q

Prawdopodobienstwa oscylujag w czasie z czestoscig rowng podwojonej czestosci
Rabiego. Amplituda tych oscylacji wynosi

1 (nw())? B n?w? 1

2 2 (wo — %C&))Q + (nw0)2

Q

2

i przyjmuje warto$¢ maksymalng, gdy spetniony jest warunek rezonansu postaci

Zauwazmy, iz opisane zjawisko stanowi podstawe do manipulacji qubitami.
Istotnie w stanie rezonansu wektor stanu ewoluuje zgodnie z

[W(t)) = a(t)|0) + B(t) [1) = isin(Qt)eT™! |0) 4 cos(Qt)e 0! |1)

Poprzez dostosowanie czasu t przez jaki uktad dwupoziomowy oddziatuje z wiro-
wym polem mozemy sterowa¢ stanem ¥ w jakim sie znajduje, przyktadowo jesli
poczatkowo uktad byt w stanie |1) to wlaczajac wirowe pole magnetyczne na czas
t = mw/2Q (tzw. impuls 7, gdyz na sferze Blocha odpowiada mu obrét o ) uktad
przechodzi do stanu |0) (pomijajac nieistotny globalny czynnik fazowy), natomiast
dla t = 7/4Q (tzw. impuls 7/2) uktad przechodzi do stanu

1
V2

(iet0’ 10) 4 e 0" (1)) |
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w ktérym mamy jednakowe prawdopodobienstwa odpowiedzi twierdzacych na py-
tania [0)0] i [1)(1].

Dla atomu z dwoma poziomami energetycznymi poddanemu dziataniu wiazki
laserowej otrzymuje sie identyczne rownanie pod warunkiem przyjecia przyblizenia
tzw. wirujgcej fali, ktére jest prawdziwe, gdy dlugosé fali jest znacznie wieksza od
rozmiaré6w probki. W tym przypadku 2hw, jest roznica energii miedzy dwoma
poziomami atomowymi, w jest czestoscia laserowa, a iloczyn B¢ przechodzi na
iloczyn elektrycznego momentu dipolowego atomu i amplitudy pola elektrycznego
fali elektromagnetycznej pEy.

1.5 Korelacje kwantowe
1.5.1 Stany dwuqubtiowe

Rozwazmy dwa uktady dwupoziomowe A, B, ktorych modelem matematycznym
sa przestrzenie Hilberta 24 = {|04),|14)}, #5 = {|08),|1p)} (zauwazmy, iz
w przypadku przestrzeni skonczenie wymiarowych podanie wektorow bazy orto-
normalnej w jakiej pracujemy w petni charakteryzuje przestrzen Hilberta nad C).
Ogolne stany uktadow A i B maja wiec postaé

W) = 6§ 104) + 0 [14) , | W5) = 8 05) + 087 |15)

gdzie oczywiscie |7,D(()A)|2 + |¢§A)|2 =1= |@/J(()B)|2 + |¢§B)|2. Zgodnie z postulatem o
uktadach ztozonych uktad ztozony z poduktadow A, B jest opisany przestrzenig
Hilberta s#4p = 54 ® 5¢5. Ogodlny stan uktadu ztozonego ma zatem postac

(W ap) =100 |04) @ [08) + o1 104) ® |15) + Y10|1a) ® [0) + ¢11 |14) ® |15)

1 0 0 0
0 1 0 0
= oo 0 + Yo 0 + 1o 1 + Y1 0
0 0 0 1

= 100 |0405) + ¥o1 [0alp) + Y10 |1405) + ¢11 [1algs) .

Jaka informacje zawiera wektor stanu uktadu ztozonego? Jedli istnieje faktoryzacja
Wag) = |¥4) ® |[Vp) to wowezas wektor stanu uktadu ztozonego méwi, iz A
znajduje sie w stanie |V ,4), a B w stanie |¥pg). Zauwazmy jednak, iz w ogélnosci
taka faktoryzacja nie musi by¢ mozliwa. Istotnie jesli |Uap) = |VU4) ® |¥Up) to

(B)
Wap) = [w Ve ]

(4)

0
&
A B

= 0 10405) + V5 10415) + VP [1405) + BB [1415) |
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czyli wspétezynniki v, ,,, musza spetniac

77b00¢11 = ¢01¢10 )

przy czym jest to warunek konieczny i wystarczajacy. Stany W,p, dla ktérych
powyzszy warunek nie zachodzi nazywamy stanami splgtanymi. W ogdlnosci wigc
wspOtcezynniki 1, ,,, sa amplitudami prawdopodobienstw znalezienia uktadu A w
stanie ¢4 1 uktadu B w stanie ¢p (zauwazmy, iz w przypadku N qubtiéw po-
trzebujemy 2V wspotezynnikéw g4, 4y, gdyz mozliwych konfiguracji, ktérych
amplitudy prawdopodobiefistwa musimy okresli¢ jest wtasnie 2%V).

1.5.2 Uktady ztozone

Zajmiemy sie teraz ogdélnymi uktadami ztozonymi postaci 7y ® #3, gdzie mo-
delami uktadéw A, B beda dowolne n — i ng—wymiarowe zespolone przestrzenie
Hilberta zadane przez bazy ortonormalne {|i4)}, {|ig)}. Baza ortonormalna prze-
strzeni Hap = A4 Hp jest wiec |iajp) ze standardowo zdefiniowanym iloczynem
wewnetrznym.

Operatory

W ogélnoéci operatory liniowe w przestrzeni .7#4p sa zespolonymi macierzami
(dim #4)? x (dim #3)?. Jednakze interesowa¢ nas beda gtéwnie operatory liniowe
postaci

M=M,x Mg,

gdzie My, Mp sa operatorami liniowymi w przestrzeniach ¢, #%. Nietrudno
zauwazy¢, iz jesli My, Mp sa samosprzezone to My ® Mpg réwniez jest samo-
sprzezony. Dodatkowo jesli P4, Pp sa operatorami rzutowymi to P4 ® Pg row-
niez jest operatorem rzutowym tylko ze w przestrzeni 7. Istotnie dla dowol-
nych operatoréw (P4 ® Pg)? = P4 ® P%, wiec dla operatoréw rzutowych mamy
(P4 ®Pg)?> =P,y ®Pgiwiemy, ze P4, ® Py jest samosprzezony. Mozna réwniez
pokazad, iz jesli U 4, Up sa unitarne to U4 ® Up rowniez jest unitarny. Istotnie dla
dowolnych operatoréw (U, @ Up)T = UL @ UL i (Us®Up)™" = U ' @ Ug', wice
dla operatoréw unitarnych (U4 ® Ug)" = (U, ® Up)~L.

Niech M bedzie pewng wielkoscig fizyczng okreslajaca uktad A reprezentowanag
w przestrzeni 2, przez M. W przestrzeni 57, ta wielko$¢ jest reprezentowana
przez M ® 1g. Jesli Py (A1;\2) jest operatorem rzutowym reprezentujacym w
przestrzeni .7 pytanie o warto$¢ wielkosci M, to w przestrzeni 74 p (tj. jesli A jest
czescia wiekszego uktadu AB) pytanie to reprezentuje operator Py (A1; A2) ® 15.
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1.5.3 Operator gestosci

Jak zauwazyliSmy na przyktadzie uktadéw dwuqubtiowych stan uktadu ztozonego
U 4 jest w ogdlnosci stanem splatanym, w ktérym amplitudy prawdopodobienstw
przy wektorach bazowych |i4jp) sa dowolnymi liczbami zespolonymi v;; spelniaja-
cymi warunek unormowania. Podstawowa cechg uktadu splatanego jest fakt, iz jesli
|V 4p) jest stanem splatanym to dla dowolnej wielkosci fizycznej M okreslajace;j
poduktad A nie istnieje stan |V 4), dla ktérego

p = <\I/AB|P®]-B|\I/AB> <‘IJA|P“IJA> :

Istotnie
(Wa|PWA) =D 9h7; (ia|Pljia) = Tr(P [L )W 4))
1,5
oraz

(Uap|P@1p|¥ap) = (Vap|P® 15 Ziﬁu |kalp)

= (U p] VP ka) @ |lg) = % ZA]B’ ¢klp|kA ® |lp)
J

k,l
=Z%wmmmm@@=2%wmwmwm»
1,7,k 1,5,k
=) Wbuda (ialPlka) =Y Ut (ialPlka) -
1,5,k i,5,k

Zauwazmy, iz definiujac pr; = 3, 1r;¢]; mozemy zapisac

(aplP @ 1p|Wap) = ) pri (ialP|ka) = Tr(Pp),

gdzie p nazywamy operatorem gestoSci. Zauwazmy, iz mozemy zapisa¢ p rowniez
jako

p=Trp(|Vap)XVasl),
gdzie Trp oznacza tzw. slad czesciowy wzgledem uktadu B, taki ze element 7
macierzy gestosci jest dany przez

pij = (ialplja) = Z (iakB|VaB) (YaB|jaks) .
k
Zauwazmy, ze operator gestosci jest operatorem samosprzezonym p' = p, nieujem-

nie okreslonym®, o éladzie réwnym jednoséci Trp = 1. Z powyzszych wiasnodci

stotnie wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego ® mamy

(D|p|®) = Z¢> ¢g§jwmwjk —ZZ (65 0i) (6507) Z

>0.

Z(b ¢zk
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wynika, iz istnieje baza ortonormalna {|v)}, w ktérej macierz gestosei jest diago-
nalna, a elementy na przekatnej s nieujemnymi liczbami? sumujgcymi sie do 1,
czyli mozemy zapisaé

p=> p vl Y p=1, Y:ip, >0.

Widzimy zatem, iz p nie ma w ogélnosci postaci |4 W 4|, przy czym warunkiem
wystarczajacym aby tak bylo jest p? = p (czyli aby macierz gestoéci byla idem-
potentna), co wynika wprost z powyzszej postaci®. W ogélnosci wiec jesli A jest
poduktadem uktadu ztozonego AB w stanie splatanym to informacja o nim (w
sensie prawdopodobienistw wynikéw pomiaréw wielkosci fizycznych) nie jest opisy-
wana przez wektor stanu tylko przez macierz gestosci

p="Trp(|VapX¥asl),

a prawdopodobienstwa i wartosci oczekiwane sg dane przez slady
p=Tr(Py(Ai; X2)p), (M) =Tr(Mp).

Moéwimy wtedy, iz uktad A jest w stanie mieszanym. Jezeli z kolei uktad mozna
opisa¢ poprzez wektor stanu (tj. macierz gestosci ma postaé | W4 W 4]) to méwimy,
iz jest on w stanie czystym. Zauwazmy, czym fundamentalnie rézni sie stan mie-
szany powyzszej postaci od stanu czystego [W4) = > /Dy [). W przypadku stanu
czystego prawdopodobienstwo odpowiedzi na P zawiera cztony interferencyjne

p=> oubs (uPI) =D p, WIPW) + > /pupy (Pl

HFV

natomiast w przypadku stanu mieszanego mamy
p="Tr(Pp) = p, (v|Plv),

czyli tak naprawde klasyczny wzoér na prawdopodobienistwo catkowite. Stan mie-
szany opisuje wigc efektywnie niekoherentna mieszaning stanéw |v), w ktérych
kazdy przygotowano z prawdopodobienstwem p,.

2Istotnie poniewaz p jest nieujemnie okreglona, wiec w szczegdlnoéei dla @ bedacego wektorem
wlasnym macierzy p z wartoscia wlasng A mamy 0 < (®|p|®) = A (®|®), skad A > 0.

3Istotnie jesli p? = p to dla wszystkich v p2 = p,, co oznacza p, € {0,1} ale z warunku
unormowania wynika, iz dokladnie wszystkie poza jednym p, sa zerowe, a jeden réwny 1 i
odzyskujemy postaé p = [U 4 P 4].
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Ewolucja operatora gestosci

Réwnanie ewolucji operatora gestosci (tzw. rownanie von Neumanna) mozna wy-
prowadzi¢ rozwazajac réwnanie ewolucji prawdopodobienstw. Istotnie zaktadajac,
iz hamiltonian uktadu ztozonego ma posta¢ H ® 1z mamy

dp

0 (bafp o 1afaas) - (P 1)

1

= o (asllPH] & 1afam) = o (P M) =i (P

gdzie skorzystaliSmy z liniowosci i niezmienniczosci sladu wzgledem cyklicznych
przestawien. Jednoczesnie z drugiej strony p = Tr(Pp), zatem

., Op
h— =1[H )
ih—or = [H, ol

Réwnowaznie jesli |V 4p(t)) = U ® 15 |[Vap(ty)) to

p(t) =Tr(Pp(t)) = (Vap|(U' @ 15)(P® 15)(U ® 15)|¥a5)
= (U,45|UTPU ® 15|V ,45) = Tr(U'PUp) = Tr(PUpU'),

skad
p(t) = Up(to)U'

1.5.4 Kula Blocha

Jak kazdy operator samosprzezony w przestrzeni qubtiéw réwniez operator gestosci
mozna roztozy¢ na macierze Pauliego

S0+ 5. Sy — sy

=50l +s-0= .
p 0 Sz +18y  Sg — S

Poniewaz macierz gestosci ma $lad jednostkowy, wiec so = 1/2. Dodatkowo ponie-
waz jest nieujemnie okreslona, wigc wartosci wtasne musza by¢ nieujemne. Jedno-
czesnie wartosci te wyznaczone sa jako pierwiastki wielomianu

1
det(p—/\l):)\Q—)\+Z—|S|2.

Aby wielomian Az?+ Bx+C mial oba pierwiastki nieujemne musimy mie¢ —B/A >
0iC/A >0, skad |s]* < }1. Operator gestosci mozemy zatem zapisaé jako

1
p:§(1+s-0'),
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gdzie |s|* < 1. Mozemy go zatem reprezentowaé¢ geometrycznie jako punkt we-
wnatrz kuli jednostkowej w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych, ktoéra nazy-
wamy kulg Blocha. Zauwazmy, iz jesli p przedstawia stan czysty to zachodzi
s2 + s, = 1 — 52, czyli stany czyste sa reprezentowane przez punkty na sferze
Blocha, a stany mieszane jako punkty wewnatrz kuli Blocha.

Stan mieszany, dla ktérego s = 0 tj. p = %1 nazywamy stanem maksymalnie
splgtanym lub stanem Bella. Nietrudno zauwazy¢, iz wszystkie stany Bella maja

postac ]
V2 (liajs) + e [(1—i)a(l = j)s)) -

Zauwazmy, iz jesli uktad ztozony ewoluuje zgodnie z przeksztatceniem unitar-
nym bedgcym iloczynem tensorowym U @ 1 to p(t) = Up(t)U' i w przestrzeni
s tej ewolucji odpowiada obrét dany wzorami wyprowadzonymi dla sfery Blocha
(w szezegblnosei wiec dtugoéé wektora s nie zmienia sie, cho¢ niekoniecznie wynosi

1).

1.5.5 Fizyczna realizacja stanu splatanego

Rozpocznijmy od prostej obserwacji, iz jesli poczatkowo uktad ztozony AB nie jest
w stanie splatanym tj. W ap(to)) = [Va(ty)) ® |Vp(to)) i ewolucja unitarna uktadu
ztozonego ma postac iloczynu tensorowego U4 ® Ug to

[Wap(t)) = Ua|Walto)) @ Up [Wp(to)) = [Va(t)) @ [¥p(1)) ,

wiec uktad pozostaje niesplatany. W celu utworzenia stanu splatanego z poczat-
kowego stanu niesplatanego hamiltonian uktadu zlozonego musi zawieraé¢ cztony
opisujace oddziatywanie miedzy poduktadami A i B. Jako przyktad rozpatrzymy
magnetyczne oddzialywanie dwéch spinéw 1/2 opisane hamiltonianem

1 0 0 O
0 -1 2 0
0 0 0 1

Warto$ci whasne H g wynosza fiw/2 1 —3hw/2, a odpowiadajace im wektory wlasne
a|00) + b6 |01) +b|10) +¢|11) , d|01) —d|10)
dla a,b, c,d € C. Rozwigzanie ma zatem postac

W 4p(t)) = e 2 (a|00) + b|01) + b[10) + c[11)) + 3«24 (J01) — [10)) .
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Dla t = 0 mamy
U 45(0)) = a|00) + (b+d)|01) + (b — d) [10) + c|11) .

Zat6zmy, iz poczatkowo stan jest niesplatany i [U45(0)) = [10) tj. a = ¢ =01
b= —d=1/2, wéwczas

(Wap(t)) = %e’i”t/z (e7([01) + [10)) — €**([01) — [10)))

= e“!/2 [cos(wt) [10) — isin(wt) |01)] .

Po czasie t = 7/4w otrzymujemy wiec stan maksymalnie splatany

1 :
E(HU) —i[01)) .

Trudno$ci przy fizycznej implementacji powyzszego schematu wynikaja z faktu, iz
opisane oddziatywanie jest najczesciej oddziatywaniem wewnetrznym uktadu, dla
ktorego nie mozemy kontrolowaé czasu oddziatywania ¢ jak w przypadku MRJ.

Operator SWAP
Zauwazmy, iz dla operatora o 4 ® o zachodzi
o4 ®@op[(a+P)[01) + (= B)[10)] = (o = 36) [01) + (o + 30) [10)
skad w szczegdlnosci dla oo = =1
204 ®@op|01) = —2]01) +4]10)

adlaa=-=1
204 ®@ o |10) =41]01) — 2|10) .

Z powyzszego mozemy zdefiniowaé tzw. operator SWAP postaci

Uswar ==(1+o04®05p) =

1
2

o O O
O = OO
S O = O
_ o O O

dla ktérego Uswap |iajs) = |jain). Operator ten permutuje qubtiy A i B. Nie-
trudno dodatkowo zauwazy¢, iz Uswap jest operatorem samosprzezonym i unitar-
nym.
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1.5.6 No-cloning theorem

Uniwersalnym procesem klonujacym stan kwantowy |y) € 4 na stan |®) € 7
nazwiemy proces, dla ktorego istnieje operator unitarny U dzialajacy w przestrzeni
HC ® I taki, ze

U(lx) ® ) = Ix) ® [x)
dla dowolnego stanu |y). Udowodnimy, iz taki proces nie istnieje. Istotnie zatézmy
nie wprost, iz taki proces istnieje. Wéwczas dla dowolnych wektoréw |x1) ., |x2)
mamy

U(lxy @[®) = x) @xi), Ulx) ®1[®) = |x2) @ [x2) ,

ale zauwazmy, ze

(x1lx2)” = Caxalxexe) = Ca@UTU|®) = (\®x2®) = (xalxa)

skad (x1|x2) jest réwny 0 lub 1, czyli x1, x2 nie moga by¢ dowolne, a zatem otrzy-
malismy sprzecznosc.

1.5.7 Dekoherencja

Dekoherencja nazywamy zjawisko polegajace na nieodwracalnej utracie zaleznosci
fazowych przez uktad kwantowy na skutek oddzialywania z otoczeniem. Innymi
stowy jest to proces, podczas ktorego ttumione sg cztony pozadiagonalne macierzy
gestosci poduktadu, co skutkuje odzyskaniem klasycznych wzoréw na dodawanie
prawdopodobienstw.

Rozwazymy prosty model sprzezenia uktadu z otoczeniem, w ktérym wystepuje
zjawisko dekoherencji. W modelu tym mamy uklad dwupoziomowy A (qubit) i
foton F', ktory jest na nim rozpraszany. Zaktadamy, iz rozproszony foton moze
by¢ modelowany uktadem tréjpoziomowym {|0),|1),]2)}, a oddzialywanie miedzy
ukladami jest opisane operatorem unitarnym?

U[00) = /T —p[00) +/p|01) , UJ10) = /T — p[10) + /p|12) ,

4Jest tutaj jedna subtelna kwestia; zauwazmy, iz dzialanie operatora U zdefiniowaliémy jedy-
nie na podprzestrzeni rozpietej przez {|00),|10)}, a nie na calej przestrzeni 74 . Skad mozemy
mieé¢ pewnosé, iz istnieje odwzorowanie unitarne dzialajace na calej przestrzeni takie, ze jego
dzialanie na podprzestrzeni jest takie jak zdefiniowane? Zauwazmy najpierw, iz zdefiniowany U
jest izometria w podprzestrzeni tj. dla dowolnych wektorow W, ® nalezacych do niej zachodzi
(UT|UD) = (T|®) (U nie jest unitarny w tej podprzestrzeni, zauwazmy bowiem iz jest repre-
zentowany przez macierz prostokatna 4 x 2). Mozna jednak pokazaé, iz dowolna izometria w
podprzestrzeni ¥ C 7 V : ¥ — J posiada unitarne rozszerzenie U : 7 — I tj. istnieje
operator unitarny U zdefiniowany na calej przestrzeni . taki, ze V& € ¥ : Ud = VO.
Istotnie niech {|v) }U{|u)} bedzie bazg ortonormalna 57, gdzie {|v)} jest baza ortonormalng pod-
przestrzeni ¥ i zaktadamy dim 7', dim 5 < oco. Poniewaz V jest izometria, wiec obrazem bazy
ortonormalnej podprzestrzeni ¥ bedzie pewien zbiér ortonormalny {|v"}} o licznosci dim ¥ < oc.
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gdzie zaktadamy, iz amplitudy prawdopodobienstwa rozproszenia fotonu sg nieza-
lezne od stanu uktadu A, ale koricowy stan fotonu zalezy od stanu qubitu. Mozemy
sobie wyobrazi¢, iz qubitem jest kwantowe lusterko, ktére moze by¢ pod katem
+m/4 lub —7/4 w stosunku do toru fotonu, ktéry moze nie trafi¢ w lusterko (tj.
pozosta¢ w stanie podstawowym |0)), odbi¢ si¢ w gore (|1)) lub w dét (|2)), przy
czym amplituda prawdopodobienstwa trafienia lub nie w lusterko jest niezalezna
od jego ustawienia. Zalézmy, iz poczatkowo qubit jest w stanie czystym

War) = («]0) + B[1)) ®10) .

Poczatkowo macierz gestosci uktadu A ma zatem postaé

_ pa‘z 045*] _ [ﬂoo P01}
P a*f \5|2 pro P’

Po rozproszeniu fotonu natomiast stan uktadu ztozonego ewoluuje do

U |War) = ay/T—pl00) + ay/p |01) + B/ — p|10) + B/B[12)

skad macierz gestosci ma postac

;o Poo (1 - p)ﬂm
P=11_
(1 —=p)p1o P11

Jesli p = 1 — € to macierz jest prawie diagonalna. Zauwazmy jednak, iz w tym
modelu dekoherencja jest jedynie pozorna gdyz stan pelnego uktadu AF jest oczy-
wiscie stanem czystym i jesli tylko potrafimy mierzy¢ wielkosci zwigzane z rozpro-
szonym fotonem to mamy petng informacje o uktadzie. W realistycznym przypadku
otoczenie ma tak wiele stopni swobody, iz jest nie mozliwe aby$Smy mieli nad nimi
petng kontrole i efektywnie wielkosci zwigzane z otoczeniem sa nieobserwowalne.
Mozemy ulepszy¢ nasz model jesli zatozymy, iz nasz qubit rozprasza nie pojedyn-
czy foton a wiele (N) fotonéw jeden po drugim. W stanie poczatkowym wszystkie
fotony sa w stanie podstawowym tj.

Wag) = (a]04) + 8 [1a) @ 0. 0)

Zbiér ten mozemy rozszerzy¢ do bazy przestrzeni # dodajac do niego pewne wektory |u’). Je-
§li teraz zdefiniujemy odwzorowanie U : 57 — JZ jako Uv) = V|v) = |v'),Uu) = |u') to
skonstruowali$my izometrie w przestrzeni S¢, ale kazda izometria reprezentowana przez macierz
kwadratowa jest unitarna (gdyz jesli dla macierzy kwadratowej A istnieje macierz B taka, ze
BA = 1 to A jest odwracalna). W przykladzie nie interesuja nas wartosci tego odwzorowania
dla pozostalych wektoréw bazowych (poza wektorami bazowymi podprzestrzeni) gdyz stany te
w tym modelu sa nierealizowalne fizycznie.
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Aby odtworzy¢ ewolucje dla przypadku pojedynczego fotonu zdefiniujmy cigg ope-
ratoréw unitarnych U, =V, ® 15_,, gdzie

Vn |0Ai1 .. .in_10> = v/ 1 — P ’0Ai1 .. .in_10> + \/ﬁ|0AZ'1 .. .in_11>
Vn |1Aj1 .- -jn—10> =V 1 -Pp |1Aj1 .- ~jn—10> + \/1_7|1A]1 .- -jn—12>

dla n > 1 i dowolnych iy,...,4,-1 € {0,1}, j1,...,Jn-1 € {0,2}. Ponownie ope-
rator izometryczny V,, zdefiniowalidémy jedynie na 2"—wymiarowej podprzestrzeni
ale posiada on unitarne rozszerzenie do przestrzeni 2 - 3"—wymiarowej. Operator
V,, jest operatorem opisujacym rozproszenie n—tego w kolejnosci fotonu na qubicie.
Niech

[W,) =U,...Uy |Vagp) .

Niech {0,1}",{0,2}" oznaczaja zbiory wszystkich stéw binarnych dtugosci n nad
alfabetem odpowiednio {0, 1} oraz {0, 2}. Dla stowa a € {0,1}" (b € {0,2}") przez
k(a) oznaczmy liczbe niezerowych miejsc w tym stowie. Wowczas

o 0 S (e BT

ac{0,1}"
n—r(b)
+5 Y <\/1— ) ®11,46) | ® 10...0) .
be{0,2}n Non

Istotnie dowodzac indukcyjnie; dla n = 1 mamy

1) = [0/T=p1040) + @B |0a1) + AT = p[140) + BvF[142)| © 10....0)

N-1

co jest oczywiscie rowne Uy |V 45), nastepnie zakladajac, ze wzor jest stuszny dla
|W,,) mamy

[Wp1) = Uyt [ 2) [ > T=5)" " (V5™ Uy 10.400)

ae{0,1}n
n—r(b) .
8 3 (VIp) (B UnnaLab0) | @] 0...0) .
be{0,2}" N—(n+1)

skad wspolezynnik przy o ma postaé (dla uproszczenia zapisu oznaczymy r =

VI—p,5=/D)
> @ 10,400) 4 D OO0 4al)

ae{0,1}» ae{0,1}"
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a przy [

Z prtl= k( n(b |1AbO + Z e k(D) n(b +1|1Ab2>
be{0,2}" be{0,2}"

Zauwazmy jednak, iz k(a) = k(a0) = k(al) — 1, zatem mozemy zapisaé

> g @ 10,00) 4 @ gm @O 0 4a1)

ae{0,1}" ae{0,1}"

_ Z Tn-i—l—n(ao)sn(ao) |0Aa0> + Z Tn—l—l—m(al)sn(al) |0Aa1>

a0e{0,1}n+1 ale{0,1}n+1

_ Z Tn+1f;~:(a)sn(u) |0Aﬂ>

ac{0,1}n+1

i analogicznie dla wspétczynnika przy (3, zatem

L [ > (\/i‘if‘)"+l " (B f0a0)

ac{0,1}n+1

n+1—rk(
+5 Y (\/1— ) ®1146) | ®0...0),
be{0,2}n+1 N—(n+1)

wiec z zasady indukcji matematycznej zaproponowany wzor jest poprawny dla

dowolnych n > 1. Mozemy wiec nareszcie obliczy¢ macierz gestosci uktadu A po
rozproszeniu N fotondéw. Mamy

po= D, 0aclUn)P=laf Y (1-pN @y

ce{0,1,2}V ac{0,1}N
MIEZ( ) PN = o’ (1= p+p)V = |af® = poo

analogicznie pj; = p11, natomiast dla elementéow pozadiagonalnych mamy

P == Y {0aclln) (Tnlac)

ce{0,1,2}N
= (040...0|Tx) (Tn[140...0) =B (1 —p)" = por(1 —p),
N N
czyli
P Poo por (1 —p)
p1o(1 —p)N P11
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Widzimy zatem, iz nawet jesli p nie jest bliskie 1 to dla bardzo duzej liczby N, na
przyklad rzedu 10%, elementy pozadiagonalne sie praktycznie zerujg i nie mamy
jak odzyskaé tej informacji, gdyz jest rozlozona na ~ 10?3 stopni swobody. Za-
ktadajac, ze liczba rozproszonych fotonéw na jednostke czasu wynosi I' mozemy
oszacowaé czas dekoherencji tj. czas po ktérym (1 — p)I'* < e

2 Obliczenia kwantowe

Niech s = {|0),|1)} bedzie przestrzenig Hilberta opisujaca pojedynczy qubit.

Podstawowym obiektem zainteresowania w kontekscie obliczen kwantowych jest

przestrzeni Hilberta %" = # ® ... ® 5, ktérej baza ortonormalna ma postaé
————

{la) | a € {0,1}"}. Oczywiscie kazde stowo binarne dtugosci n mozemy utozsamicé
z liczba naturalna z przedziatu k£ € {0,1,...,2" — 1}, wiec baze ortonormalna
przestrzeni J®" bedziemy zapisywaé réwniez jako {|k) | k € {0,1,...,2" — 1}}.
Baze ta nazywamy bazg obliczeniowq.

Na Rysunku 2 przedstawiono ogdlny schemat obliczen kwantowych. Najpierw
w chwili ¢y inicjalizujemy n qubitéw (np. poprzez pomiar powodujacy kolaps), na-
stepnie qubity ewoluuja zgodnie z pewnym odwzorowaniem unitarnym U(t; ),
a nastepnie aby odczytaé¢ wynik dokonujemy pomiaru na (pod)ukladzie qubitéw.
Zauwazmy, iz poniewaz wymagamy aby ewolucja byta unitarna, wiec obliczenia
kwantowe sa z koniecznosci obliczeniami odwracalnymi tj. z uzyskanego wyniku
(stanu konicowego |W¥(t))) mozemy odtworzy¢ dane (stan poczatkowy |W(tg))) po-
przez zastosowanie operatora unitarnego u'

- H=

+ output

I
|
)

input 10) — U(t; to) L[

Rysunek 2: Ogélny schemat obliczen kwantowych
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Odwracalno$¢ obliczen kwantowych jest zasadniczo rézna od klasycznych ob-
wodow logicznych, ktore w ogoélnosci nie sa odwracalne. Wiemy chociazby, iz
bramki NAND wystarcza do konstrukeji dowolnych obwodéw logicznych tj. funkcji
f:{0,1}" — {0,1}™, ale bramka NAND jest jawnie nieodwracalna, gdyz mamy

NAND(z,y) =1 & zy,

gdzie @ oznacza dodawania modulo 2, wiec np. NAND(0,0) = NAND(0,1) =
1, zatem z wyniku dziatania tej bramki nie mozemy odtworzy¢ danych wejscio-
wych. Istnieja jednak klasyczne odwracalne bramki logiczne postaci odwzorowan
{0,1}" +— {0,1}". Przedstawimy dwie z nich, gdyz znajduja one zastosowanie row-
niez w obwodach kwantowych. Bramka ¢cNOT (z ang. controlled NOT) dziala w
nastepujacy sposob

cNOT(z,y) = (z,z &),

bit x jest zatem bitem kontrolnym; jesli x = 0 to kopiujemy y, natomiast jesli
x = 1toy — NOT(y). Druga bramka jest bramka Toffoli dzialajaca w nastepujacy
sposéb

Toff(x,y, z) = (x,y, 2 ® xy).

Zauwazmy, iz jesli z = 1 to bramka ta w sposoéb odwracalny realizuje operacje
NAND. Z tego wzgledu bramka Toffoli jest uniwersalna i mozna za jej pomocg
zrealizowa¢ dowolna funkcje boolowska (zaktadajac oczywiscie odpowiednia liczbe
bitéw pomocniczych — takich jak z).

2.1 Kwantowe bramki logiczne

Kwantowg bramka logiczng dziatajaca na n qubitach nazywamy dowolny operator
unitarny U dzialajacy w przestrzeni %" reprezentowany przez macierz wymiaru
2™ x 2™. Beda nas interesowa¢ jednak gtownie bramki jedno- i dwuqubitowe ze
wzgledu na nastepujace twierdzenie.

Tw 2.1. Kazde przeksztalcenie unitarne w %" moze by¢ zapisane jako zlozenie
przeksztatcen jednoqubitowych i bramek cNOT. Dodatkowo kazde przeksztatcenie
jednoqubitowe jest ztozeniem bramek obrotéw wokét X, Y, Z i bramki przesuniecia
fazowego. Zbiér bramek {cNOT, R,, Ry, R., P} jest wiec uniwersalny.

Ponizej podajemy liste najczestszych bramek jedno— i dwuqubitowych (bramki
bedziemy oznaczaé czcionka prosta, niewyttuszczona choé sa to oczywiscie ope-
ratory). Niektére z nich pojawily sie wezesniej jako operatory. Diagramy bramek
zamieszczono na Rysunku 2.1.

Latwo sprawdzi¢, iz wszystkie zdefiniowane bramki sg przeksztatceniami uni-
tarnymi. W szczegdlnosci zauwazmy, iz bramki ¢cNOT i Toff permutuja wektory
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Rysunek 3: Diagramy odpowiednio bramek ¢cNOT, Toff, cU, SWAP, P(¢) i pozo-
statych

bazy ortonormalnej i dziataja doktadnie w taki sposob jak klasyczne odpowiedniki
tj.
cNOT |zy) = [z(z ®y)) , Toff|zyz) = |zy(z & zy)) .

Poniewaz wszystkie funkcje boolowskie mozna wyrazi¢ przez klasyczne bramki
Toffoli, wiec dowolng taka funkcje mozemy obliczy¢ w modelu obliczenn kwan-
towych zasadniczo za pomocg takiej samej liczby bramek. Zauwazmy jednak, iz
w przypadku modelu obliczen kwantowych wejSciem bramki moze by¢ dowolna
superpozycja wektorow z bazy obliczeniowej; na wyjsciu otrzymamy zatem su-
perpozycje wszystkich wartosci funkcji. Oczywiscie dokonujac na koncu pomiaru
otrzymamy tylko jedna z wartosci, wiec w taki sposéb nie uzyskamy oczywistej
przewagi nad modelem klasycznym. Okazuje si¢ jednak iz 6w paralelizm kwantowy
mozna wykorzysta¢ w sposob dajacy nawet wykladniczg przewage nad algoryt-
mami klasycznymi.

2.2 Algorytmy kwantowe
TODO

2.2.1 Kwantowa Transformata Fouriera

TODO

2.2.2 Algorytm Shora
TODO

Algorytm RSA

Bob wybiera dwie liczby pierwsze p,q € P, oblicza liczbe N = pg oraz wybiera
liczbe ¢ L ¢(N) = (p—1)(g—1), gdzie ¢ to funkcja Eulera (liczbe ¢ nazywamy klu-
czem publicznym). Nastepnie oblicza odwrotnosé liczby ¢ modulo ¢(N), tj. liczbe d
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Pauli X Rotation X
{01 | cos(8/2) —isin(6/2)
X = 10 Ra(0) = —isin(0/2)  cos(6/2)
Pauli Y Rotation Y
|0 —i | cos(6/2) —sin(6/2)
Y= +i 0 Ry(0) = +sin(6/2)  cos(0/2)
Pauli Z Rotation Z
_|+1 0 _ |exp(—if/2) 0
Z= 0 -1 R-(0) = 0 exp(+if/2)
Hadamard Phase shift
[T 1 o
H_\/i 1 —1 P(¢>_ O eid)
cNOT cZ
1 000 1 00 0
0100 010 0
NOT=15 9 0 1 =100 1 o0
0010 000 -1
cU SWAP
1 000
1 0 0010
CU—[O U} SWAP = 0100
0001
Toffoli
1 O
0 10

taka, ze cd =4y 1 (liczbe d nazywamy kluczem prywatnym). Istnienie liczby d za-
pewnia twierdzenie Eulera, istotnie wynika z niego, iz d mozna obliczy¢ jako (przy
czym nie jest to efektywne i zwykle uzywa sie rozszerzonego algorytmu Euklidesa)

Bob wysyta nastepnie Alicji niezabezpieczona droga liczby ¢ i N.
Zatozmy, ze Alicja chece wysta¢ do Boba zaszyfrowana wiadomos¢ reprezento-




wang przez liczbe a < N. Aby to zrobi¢ Alicja oblicza liczbe b =5 a® i wysyla ja
do Boba niezabezpieczong droga.
Bob odczytuje wiadomosé obliczajac

bd =N CI,Cd =N a.

Powyzsza réwnos¢ wynika z Matego Twierdzenia Fermata. Istotnie zauwazmy
wpierw, iz jeSli p L ¢ to z =, y i * =, y implikuja =z =,, y. Istotnie z zalozen
wynika, iz 3k, k' € 7Z takie, ze x —y = kp = k'q, ale poniewaz p L ¢ to q|k (i
analogicznie p|k'), wiec istnieje k" € Z takie, ze © — y = k”pq. Do udowodnienia
powyzszej réwnosé wystarczy zatem pokazaé, iz a® =, a i a®® =, a. Pokazemy
dowéd dla p (dowdd dla ¢ jest analogiczny). Istotnie z definicji liczb ¢, d mamy
cd=kp—1)(¢g—1)+1=1(p—1)+ 1 dla pewnych k,l € Z. Z powyzszego mamy
wiec

al = a(apfl)l )
Jesli a L p to z MTF mamy a?~! =, 1, zatern ad =, a-1' =, a, w przeciwnym
wypadku mamy natomiast pla, zatem a* =, 0 =, a, co koriczy dowdd.

Trudno$¢ w odszyfrowaniu wiadomosci znajac jedynie zaszyfrowang wiadomos¢é
b, liczbe N i klucz publiczny ¢ wynika z faktu, iz aby wyznaczy¢ klucz prywatny d
musimy wyznaczy¢ funkcje Eulera ¢(IN) (aby obliczyé odwrotnosé liczby ¢ modulo
d(N)), ktorej efektywne wyznaczenie wymaga faktoryzacji liczby N na czynniki
pierwsze. Rozktad liczby na czynniki pierwsze jest z kolei powszechnie uznawany za
problem bardzo trudny obliczeniowo (przynajmniej na klasycznym komputerze nie
jest znany algorytm rozwiazujacy ten problem w czasie wielomianowym wzgledem
liczby bitéw faktoryzowanej liczby).

cd —

3 Informacja kwantowa

3.1 Bazy dopelniajace

Def 3.1. Niech {¢;}, {6;} beda dwiema bazami ortonormalnymi N—wymiarowe;
przestrzeni Hilberta 7. Bazy te nazwiemy dopelniajgcymsi iff

o 1
Vi,je{l,...,N} : ](@\@HQZN,

Jedna z mozliwosci skonstruowania bazy dopelniajacej bazy {¢;} jest wyko-
rzystanie dyskretnej transformacji Fouriera tj. wektory bazy dopelniajacej sa dane

przez
N
Z e27rn]/N |¢

Jj=1

%\H
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Nietrudno zauwazy¢, iz wowczas | (¢n|0,) |* = 1/N dla dowolnych m,n oraz do-
datkowo mamy

9 |0 Z 2mi(m—n)j/N

_{1, dlam=n

27i( ) = Ymn
N-— le2m(m n)/N% = 0, dla m 7é n )

gdzie ostatnia réwnoéé wynika z faktu, iz m—n € Z, zatem (™" = cos(2r(m — n))+
isin(2m(m —n)) = 1, czyli {6;} tworza baze ortonormalna.

Zat6zmy, ze mamy zesp6t ukltadéw kwantowych przygotowanych w stanie |6y),
gdzie 6y, jest (okreslonym) jednym z wektor6w bazowych ortonormalnej bazy {6;},
ale nie wiemy o jaki stan chodzi. Jesli dokonamy pomiaru uzywajac bazy {6;} to w
100% przypadkéw otrzymamy wynik |0;) — uzyskamy wiec maksymalna informa-
cje o uktadzie. Jedli natomiast pomiaru dokonamy w bazie dopetiajacej {¢;} to
otrzymamy wszystkie mozliwe wyniki {¢; }, kazdy z prawdopodobiefistwem 1/N —
uzyskamy wiec minimalng informacje o uktadzie.

3.2 Entropia Shannona i von Neumanna
TODO
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